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Kapitola 1
Uvod

V nedestruktivnim testovani existuje mnoho metod zalozenych na frekvenéni analyze vib-
raci. Ziskané spektrum obsahuje informace o periodickych déjich, které probihaji ve zkou-

maném systému.

Nameérené frekvence souviseji s materialovymi vlastnostmi a mnohokrat bylo ovéreno,
ze 1ze odhalit poskozeni zkoumaného vzorku na zakladé zmény vibrac¢niho spektra. Takové
vyhodnoceni namérenych dat je vSak velmi obtizny tkol, a to zejména ve stavebnictvi,
kde se pouziva Sirokda skala materiali s komplikovanou mikrostrukturou, a které mohou

byt vystaveny mnoha vliviim vedoucich k jejich degradaci.

Proto byva akusticka defektoskopie spise srovnavaci metodou, ktera dokaze postihnout

zmény zkoumaného vzorku vici referenénimu.

Problematika je v celé Sifi velmi slozita a tato prace se zaméruje jen na nepatrnou
oblast. Cilem jeji prvni ¢asti je popis, vypocet a experimentalni ovéreni vinovych jevi,
které souviseji predevsim s tvarem vzorku. Riznymi vypocetnimi modely se podarilo
predpovédét frekvence nékolika druhti vinéni, a to jak u vzorku ve tvaru tenké tyce,
tak i tvaru kvadru. Kvadr mél stejny tvar jako standardni betonové vzorky. Modalni
analyza se ukazala jako nejpresnéjsi, ale nejvice komplikovand metoda. Vysledky kazdé
z vypocetnich metod byly soucasné ovéreny experimentem, a tak prvni c¢ast nelze pokladat
jen za teoretickou. V ramci modelovani vznikl téz program pro numerickou simulaci siteni

vln v nehomogennim materidlu s ndhodné rozmisténymi defekty.

Druha cast prace se vénuje méticim metodadm, zejména pak metodé impact-echo.

Ta je zaloZena na tom, ze se vibrace vybudi iderem kladivka do zkoumaného vzorku.



Predpoklada se, ze poc¢atecni impuls ma dostatecné siroké spektrum, coz je podminka pro
naslednou frekvencni analyzu. Metoda impact-echo je v nedestruktivnim testovani hojné

vyuzivana, a je zakotvena i ve standardu ASTM.

Kazda metoda méa sva omezeni a prinejmensim dvé nevyhody by bylo vhodné blize
popsat. Impact-echo je metoda nevhodna pro automatizované méreni, protoze uder kla-
divkem provadi obvykle ¢lovék. Z toho také vyplyva nutnost vétsi opatrnosti v posuzovani,
zda jsou vysledky dostatecné reprodukovatelné. Byly provedeny pokusy s robotizovanym
kladivkem, ale ty lze dosud povazovat spise za ojedinélé a obtizné proveditelné. Automa-
tizovana meéreni je mozné realizovat tak, ze se kmity vyvolaji piezoelektrickym budicem,
ktery je v kontaktu se zkoumanym vzorkem. Rada ultrazvukovych metod je na tomto
principu zalozena a casto jeden a tentyz piezoelektricky ¢len slouzi soucasné jako budic
a soucasné jako detektor. V kazdém pripadé plati, Zze impuls vyvolany ultrazvukovym

budi¢em zdaleka nedosahuje takovych intenzit jako tder kladivkem.

Druhou nevyhodou je samotny fakt, ze impuls méa velmi kratké trvani. Ma-li se systému
predat dostatecna energie pro vybuzeni métitelnych vibraci, pak musi byt impuls velmi
intenzivni. Jeho velka pocatecni amplituda klade znacné naroky na dynamicky rozsah mé-
fici aparatury. Krom toho, rada algoritmt pro nasledné numerické zpracovani namérenych
hodnot je zaloZena na predpokladu, ze experiment splnoval podminky pro linedrni, casové
invariantni systém (LTI = Linear, Time Invariant). Podminka pro linearitu je obvykle za-
jisténa tim, ze v systému jsou pouze malé vychylky, a tak nelinedrni chovani se neuplatni.
Jenze pravé intenzivni poc¢atecni impuls miize tuto podminku porusit. Vysledkem je spek-
trum, které je zavislé na intenzité tderu, coz velmi znesnadnuje naslednou interpretaci

vysledk.

Matematicky rozbor metody impact-echo vede k zavéru, ze 1ze vytvorit metodu no-
vou, kterda zminované nedostatky odstrani. Lze dokazat, ze stejnou informaci, kterou zis-
kavame metodou impact-echo, mizeme naméfit i pomoci deterministického generatoru
bilého Ssumu. Byla proto navrzena a sestavena funkéni meétici aparatura, jejiz vlastnosti

byly ovéreny pomoci teplotné degradovanych cementovych vzorkt.

Ukéazalo se, ze popisovana metoda dava vysledky srovnatelné s metodou impact-echo,
ale zaroven umoznuje automatizované kontinualni méreni a navic i zjistovani nelinearnich

vlastnosti vzorkil, ¢imz metodu impact-echo prekonava.

Zaveéry vyplyvajici z modeli popsanych v prvni ¢asti prace se uplatnily pii zpracovani
dat ziskanych inovovanou metodou. Vysledkem jsou vypocétené materidlové charakteristiky

a jejich zavislost na vysoké teploté, jiz byly cementové vzorky vystaveny.



Kapitola 2
Modelovani elastickych vin

Mame-li v nedestruktivnim testovani pouzit akustickou metodu, je potieba rozumét sitreni
elastickych vin. Vibrace testovaného vzorku zavisi nejen na materialu, z néhoz je vyroben,
ale také na geometrii vzorku. Ta urcuje, jaké druhy vInéni se mohou ve vzorku sitit, a jaké

vibra¢ni moédy muizeme ocekavat.

Data ziskana z akustickych méfeni je potieba zpracovavat pravé s ohledem na tvar
zkoumaného vzorku a teprve nasledné lze usuzovat na materidlové vlastnosti. V nésle-
dujicich kapitolach se budeme zabyvat teorii elastickych vin, riiznymi zptisoby vypocta
a modelovani. Presto bude i v teoretické ¢asti popsana fada experimentt, jejichz vysledky

maji potvrdit ¢i vyvratit uvedené predpoklady.

Na samém zacatku se vénujme tomu nejjednodussimu — podélnym kmittim tenké tyce

a souvislosti s Youngovym modulem pruznosti v tahu.

2.1 Podélné kmity

V pruzném prostredi se mohou sitit podélné viny, jejichz rychlost 1ze urcit na zakladé
znalosti hustoty ¢ a Youngova modulu pruznost v tahu E. V pripadé, ze predpokladame

Poissontiv pomér v roven nule, pak pro fazovou rychlost vinéni plati vztah

CcC =

E
0
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Vezmeme-li v ivahu jevy spojené s nenulovym Poissonovym pomérem, pak lze psat pres-

. E(1—-v)
Vol +v)(1—2v)

Jak odvodime pozdéji, rychlost siteni podélnych vin lze stanovit snadno ptimo z méteni

néjsi vztah

frekvence podélnych kmiti zkoumaného vzorku. Jednd-li se o zcela neznamy material,
u kterého zadnou dalsi vlastnost (kromé hustoty) nezname, pak lze jeho Younguv modul

pouze odhadovat za predpokladu, ze Poissontiv pomér je nulovy.

Pti tomto zjednoduseni se dopustime chyby, ktera je dana faktorem

1—v
(1+v)(1-2v)

a prubéh v zavislosti na Poissonové poméru v je vynesen na grafu 2.1.

1y
— \ Ta-2v)

Korekce rychlosti podélnych vin

. et DU i
0.00 005 010 015 020 025 030 035 040 045 0.50
Poissonuv pomér v

Obr. 2.1: Korekcénd faktor pro rychlost sireni podélnijch vin uddvd, joké chyby se dopustime pri

neznalosti Poissonova pomeéru.

7 jednoho méreni rychlosti podélnych vin nelze soucasné urcit Younguv modul a Po-

issontiv pomer.

Lze dokézat, ze u velmi tenké tyce je rychlost siteni podélnych vin nezavisla na Po-
issonové poméru. Pod pojmem tenkd tyc se mysli takova, jejiz pti¢né rozméry jsou mno-
honasobné mensi, nez je vlnova délka podélnych vin. Rychlost sifeni podélnych vin lze
vypocitat zjednodusenym vztahem c = \/E_/Q a prave touto situaci se nyni zabyvejme.
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Pokud je pruzné prosttedi rozmérové omezené, pak na hranicich dochazi k odrazu
vinéni a v prostredi pak nalezneme dvé viny postupujici opa¢nymi sméry. Jejich soucet
(superpozice) dava ve vysledku vinéni stojaté, které se vyznacuje tim, ze existuji mista

zcela nekmitajici (uzly) a naopak mista s amplitudou maximélni (kmitny).

Uvazujeme-li volné ulozenou tyc¢ o délce [, pak jeji podélné kmitdni bude mit tu vlast-
nost, ze na koncich tyce bude vzdy kmitna. Z toho vyplyva, ze vinova délka A nemtize byt

libovolna. Musi platit

A

kde n je prirozené ¢islo. Obdobné omezeni plati téz pro frekvenci kmiti. Dosadime-li

do predchoziho vzorce vztah pro vinovou délku A = ¢/ f, dostavame

C nc
g _ =t
"or - =y

pricemz tyto frekvence nazyvame wvlastni frekvence. Prvni ¢tyfi mody kmitani jsou zna-

zornény na nasledujicim obrazku 2.2.

E B f

[ B I - w - - 4f

Obr. 2.2: Podélne kmitajici tyc byla zcela volnd kromeé jediného bodu uprostred, kde byla po-
deprena. Z toho duvodu lze ocekdvat, Ze ve spektru budou pritommé pouze liché harmonické

frekvence, zatimco sudé budou potlaceny.

Pro tucely vypoc¢tu modulu pruznosti v tahu mizeme pouzit libovolny mod kmitani,

ale pro dosazeni nejvyssi relativni presnosti je potfeba vzit v ivahu nékolik vlivii.

Frekvence bude vypocitana pomoci diskrétni Fourierovy transformace ze zazname-

naného zvuku. Amplitudy jsou tudiz vypocitavany jen pro diskrétni frekvence, jejichz
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rozestup a tudiz i nejistota je dana dobou 7, po kterou zaznam zvuku trval. Plati
1
Af=—
-

Absolutni chyba je tedy stejnd pro vsechny zjistované frekvence, avsak relativni chyba

vvvvvv

bude vhodné se sousttfedit na nejvyssi zméritelny maod.

Tento efekt se vsak vykompenzuje tim, ze mody s nizsi frekvenci znéji podstatné déle.
Po néjaké dobé se zakladni méd stava dominantnim a vyssi harmonické frekvence vymizi.
Je to pravdépodobné prirozeny dtisledek toho, ze kvalita oscilatoru je pro vsechny méody

podobna, a ze utlum souvisi s poctem kmitu, nikoli s dobou trvani.

svv,

frekvenci odpovidajici zakladnimu médu. Vyhodou je také snadné rozlisitelnost.

7 predeslych tvah o presnosti méreni frekvence vyplyva, ze doba zaznamu a tedy
i doba kmitani ma primy vliv na chybu méreni. Je snahou ziskat co nejvice period kmi-
tani a tudiz zvolit uchyceni tyce tak, aby tlumeni bylo co nejmensi. Hlavnim zdrojem
tlumeni je bezpochyby kontakt s podlozkou, proto bylo zvoleno takové uchyceni, kdy tyc
spo¢iva na hrotu jehly, pficemz ni¢eho jiného se nedotyka. Jak je vidét na nasledujicim
obréazku 2.3, profil tyce byl takovy, aby jeji tézisté bylo nad bodem dotyku. Jediné tim lze

zajistit stabilni rovnovahu, kdy pii drobném vychyleni dojde k opétovnému navratu.

Obr. 2.8: Podélné kmitajici tyc spocivala ve stabilni rovnovdze na hrotu jehly, ktery predstavoval

jediny bod kontaktu tyce s okolim.

Bod dotyku je uprostted, coz nema zadny vliv na zakladni frekvenci ani na dalsi
sudé harmonické frekvence, protoze pri téchto médech kmitani se uprostred nachazi uzel.
U lichych harmonickych je sice uprostred tyce kmitna a kontakt s jehlou kmity ovliviuje,

ale my se budeme zabyvat pouze zakladnim modem.

Vezmeme-li v tivahu pouze zakladni méd o frekvenci f, pak mizeme pro modul pruz-
nosti v tahu odvodit vztah
m
—1

E:422:4T22:4E22:4 2
R e T ]
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ve kterém vystupuje frekvence s druhou mocninou, zatimco ostatni veli¢iny jen s prvni.

Pro tuplnost — relativni chybu méteni by bylo mozné vypocitat vztahem

o(E) =/ o(m)? + o(S)? + o(1)” + (20(1))*

Meérenti je tedy dvakrat citlivéjsi na relativni chybu pii méreni frekvence ve srovnani s ostat-

nimi veli¢inami.

Frekvence byla namérena pomoci mikrofonu, ktery byl umistén blizko jednoho z koncti
tyce. Signdl z mikrofonu byl priveden do vstupu zvukové karty a dale zpracovan pocitacem.
Zvukova vlna byla snadno méfitelna, ¢emuz jisté dopoméahalo to, ze pravé na koncich tyce
je kmitna. Do opac¢ného konce tyce byl kladivkem veden tder tak, aby se ty¢ podélné

rozkmitala.

2.1.1 Vyhledavani maxim

P1i analyze akustickych signali je velmi castym pozadavkem nalezeni nékolika hlavnich
frekvenc¢nich maxim, které vypovidaji o dominantnich jevech v nahraném zvukovém za-
znamu. Poloha frekvenc¢nich maxim je dulezitou informaci o kmitajicim systému. Kromé
vyuziti v nedestruktivnim testovani materiali se tato metoda pouziva i v mnoha dalsich
oblastech, napriklad u ladicek hudebnich nastroji. Ty maji za cil nalézt nejvice zastou-
penou frekvenci a tuto prepocitat na tén v hudebni stupnici. Dalsi aplikaci je méteni
Youngova modulu pruznosti v tahu z podélnych kmitu tyce. Pfi podélném tderu do (ob-
vykle kovové) tyce lze na zakladé analyzy zvuku zjistit frekvenci oscilaci. Zname-li délku
tyce a hustotu materidlu, pak lze vypocitat modul pruznosti v tahu. Pomoci frekvencéni
analyzy zvuku lze taktéz mérit rychlost rotace nékterych strojnich soucastek.

Obvykle mame k dispozici data predstavujici ¢asovou zavislost toho, jak dany systém
kmita. Mérenou velicinou mtze byt pfimo vychylka anebo néktera jeji casova derivace
— rychlost nebo zrychleni, coz zalezi na typu pouzitého snimace. Z takto ziskanych dat
se vypocita Fourierova transformace a z ni frekvenc¢ni spektrum. Vysledkem je zavislost
ve frekvencni oblasti. Ta popisuje, jak je energie kmitt rozlozena v zavislosti na frekvenci.
Jestlize je energie soustiedéna do tzkého frekvencéniho intervalu, je na grafu 2.4 zretelné

maximum (pik).
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Obr. 2.4: Pocita¢ ma k dispozici radu dat a jeho tikolem je nalézt jednotliva maxima (piky).
Na grafu jsou na proni pohled patrnd dvé maxima, jejichZ polohy jsou 3 a 7. Je zrejmé, Ze proni
mazimum je velmi snadné nalézt — jde o nejuyssi hodnotu ve vsech datech. Jaky postup vsak
pouzit pri hleddni druhého maxima? Obrdzek md pouze ilustrovat zaklad problému. Ve skutecnosti

se zpracovdvaji desitky ¢i stovky tisic hodnot a navic je pritomen sum.
Popis algoritmu

Hlavni maximum je velmi snadné nalézt, protoze se jedna o nejvyssi hodnotu ze vsSech
vypoctenych dat. Komplikace nastava pti hledani vedlejsich maxim. Bylo by nespravné
se domnivat, ze druha nejvyssi hodnota v datech odpovida druhému nejvyssimu piku.

Ve skutecnosti je kazdy pik tvofen mnoha hodnotami, které vykresluji jeho profil.

Algoritmus musi zjistovat nejen maximalni hodnotu na vrcholu piku, ale taktéz hra-
nice, kde pik zac¢ina a kde konci. Zjistény interval se jiz nesmi v dalsim hledéni vyskytnout.
Jestlize se nalezeny interval nahradi nulovymi hodnotami, pak je jistota, ze nové globalni

maximum odpovida dalsimu piku. Problém se tedy redukuje na nalezeni hranic.

Prabéh vyhledavani tedy bude ve strucnosti takovy, ze program nalezne globdlni ma-
ximum, v jeho okoli vyhleda interval piku, tedy zacatek a konec. Nasledné v datech pik
vymaze tim, ze vynuluje vsechny hodnoty v prislusném intervalu. P¥i dalsich opakovanich
budou nalezeny dalsi piky. Nalezeni hranic piku v realnych datech je obtizny krok, protoze

data byvaji silné zasuména. Velmi se osvédcéilo data pred zpracovanim nejprve vyhladit.
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Existuje cela fada vyhlazovacich algoritmi, pricemz pro popisované ucely byla pou-
zita konvoluce s Gaussovou krivkou. Pri aplikaci tohoto filtru je kazda hodnota v datech
nahrazena vazenym aritmetickym primeérem ze vSech dat. Vahy pro jednotlivé body od-
povidaji Gaussové kiivce tak, aby pravé v nahrazovaném bodu bylo jeji maximum. Docili
se tak nékolika vlastnosti:

e Nejvétsi vahu bude mit praveé datovy bod, ktery chceme nahradit. Na jeho hodnotu

sice maji vliv vsechny body, ale ¢im jsou od néj vzdalenéjsi, tim jejich vaha klesa.

e Konvoluce s Gaussovou kfivkou mé tendenci zachovat tvar piki, ale pritom vyhla-
zuje nahodné vykyvy v datech.

Vaznym nedostatkem popisované metody je fakt, ze sitku Gaussovy kfivky je nutno
dopredu zvolit a nastavit. Bude-li ptilis uzké, bude vyhlazeni malo a¢inné a nadale budou
patrné ndhodné vykyvy v datech, coz komplikuje dalsi zpracovani. Prilis sirokd Gaussova
krivka vede k priliSnému vyhlazeni, coz se projevi zejména tehdy, jsou-li piky blizko sebe.
V takovém pripadé vyhlazeni vede ke spojeni vice piki do jednoho. Navic se pak novy

pik jevi jako intenzivnéjsi, protoze vznikl z vétsiho poc¢tu mensich.

Nastaveni spravné sitky Gaussovy ktivky pro konvoluci je nutno provadét citlivé s ohle-

dem na vyse uvedené komplikace.

Test algoritmu na generovanych datech

Popsany algoritmus pro vyhledavani pikti byl otestovan na uméle vytvorenych datech,
které predstavuji soucet nékolika Gaussovych krivek s nahodnym posunem a ndhodnou
velikosti. Takto vznikla data svym pribéhem mohou pripominat frekvenéni spektrum.

Pro vyzkouseni algoritmu byl navic k datovym hodnotam pripoc¢ten nahodny Sum.

Na grafu 2.5 je vidét detail piku, u kterého byla spravné nalezena poloha jeho maxima,
a také byly po vyhlazeni dat nalezeny jeho hranice.

Jestlize popisovany postup aplikujeme na data nékolikrat po sobé, miuzeme nalézt
celou Tadu piki a ukoncit jejich vyhledavani napriklad po nalezeni pfedem zvoleného

poc¢tu anebo tehdy, je-li nalezeny pik vyrazné mensi nez prvni nalezeny.

V tomto testovacim pripadé byl pocet pikli omezen na prvnich pét, jak doklada graf 2.6.
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Obr. 2.5: Ke globdlnimu maximu je nutno nalézt interval, do kterého spadd prislusny pik. Nalezeni

jeho hranic je vyrazné snazsi, jsou-li data vyhlazena napriklad konvoluci s Gaussovou krivkou.
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Obr. 2.6: Algoritmus nalezl v téchto zasumeénych datech pét hlavnich mazim.
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Pti zpracovani celé rady akustickych spekter se ukéazalo, ze je vhodnéjsi pomoci algo-
ritmu nalézt tolik piki, kolik jich je vétsich nez pfednastavena hranice. U kazdého vzorku
se tudiz vyhleda riizny pocet maxim, ale prave jejich pocet byl dobrym prvotnim voditkem

pro odhadovani kvality materialu.

Neposkozené vzorky maji obvykle chudsi akustické spektrum néz poskozené.

2.1.2 Experiment a vysledky

Délka tyce byla namérena [ = 1,998 m. Hustotu materidlu je obtizné dohledat s dostatec-

nou presnosti, ale je mozné zjistit hmotnost a plochu prirezu.

Pri méreni se ukazalo, ze zakladni frekvence je ve spektru jasné patrna jesté po de-
seti sekundach po uderu kladivkem. Na zakladé této skutecénosti byla nastavena délka za-
znamu. Pti vzorkovaci frekvenci zvukové karty 44 100 Hz vychézi pocet vzorki na 441 000.
Pro ucely vypoctu rychlé Fourierovy transformace je vhodné zvolit pocet vzorku na moc-
ninu dvou. V takovém pripadé je algoritmus pro vypocet spektra nejrychlejsi. Z téchto
tivah vychdzi optimalni pocet vzorkt 524 288, coz je 2'. Tomu odpovid4 doba zdznamu
priblizné 7 = 11,9 sekund, a tudiz rozliseni ve frekvencni oblasti A f = 0,084 Hz. Po nasta-
veni téchto parametrii bylo znovu nékolikrat ovéreno, ze po celou dobu zaznamu je hlavni

frekvence ztetelné pritomné, coz doklada obrazek 2.7.

Namérend frekvence zakladniho médu méla hodnotu f = 1245,32 Hz a s prihlédnutim
k frekvenénimu kroku se dostdvame k relativni chybé 0,0068 %, tj. 68 ppm. Je ziejmé,
ze se jedna o teoretickou limitni hodnotu. Po sérii méteni a statistickém zpracovani hodnot

se ukéazalo, ze skute¢nd chyba je priblizné 10x veétsi.
Pro stru¢nost vynechame dalsi podrobnosti, zde je vysledek méreni:

E = 68,93GPa

coz odpovida hodnotdm uvadénym v tabulkéch. Zajimavym tidajem miize byt téz rychlost
zvuku. Pokud zname frekvenci a soucasné vinovou délku (kterd je dvojndsobkem délky
tyce, tj. A = 2[), pak plati

c=\ =2lf =4975ms"
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Obr. 2.7: Nalevo je snimek obrazovky frekvencniho analyzatoru predstavujici celé namérené spek-
trum kmitajici tyce. Sudé harmonické frekvence jsou potlaceny. V pravé cdsti obrazku je zvétsend
oblast kolem zdkladni frekvence f = 1245 Hz.

2.1.3 Zavér

7 méreni frekvence podélnych kmit byl zjistén modul pruznosti v tahu, pricemz experi-

ment byl usporadan tak, aby méteni frekvence nebylo nejvétsim zdrojem chyb.

Z odhadt presnosti se ukéazalo, ze dostupna méridla na méreni délky a prurezu tyce
maji vétsi chybu méreni nez samotné méreni frekvence, u kterého lze odhadnout chybu
na 680 ppm, pricemz se skutecné jedna o pouhy odhad. Ukéazalo se, ze dotyk ruky mtze
ty¢ ohtat natolik, ze vlivem délkové roztaznosti mizeme pozorovat zménu v rezonancni

frekvenci.

Pravdépodobné nejvétsi negativni vliv na méteni ma zjistovani tloustky stény profilu.
Pokud bychom chtéli dosahnout stejného vlivu jako pfi méreni frekvence, je potieba rela-
tivni chybu frekvence vynasobit dvéma kvili druhé mocniné, s vysledkem 0,00136. Museli

bychom tloustku profilu o sile 2 milimetry métit s chybou 2,7 mikrometri.

Zavérem je, ze akustické metody mohou byt za urcitych podminek velmi pfesné,

srovname-li relativni chybu naptiklad s délkovymi méridly pouzivanymi v femeslné praxi.

2.1.4 Teplotni zavislost frekvence podélnych kmit® hlinikové tyce

Na zakladé drive uvedeného popisu byl vytvoren software pro automatizovany vypocet

frekvencniho spektra a nasledné rozeznavani jednotlivych frekvencénich maxim.
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Pro otestovani spravné funkce programu byl navrzen experiment, jehoz vysledkem
ma byt zavislost frekvence podélnych kmitt hlinikové trubky na teploté. Zména teploty
povede ke zméné rozmért vlivem teplotni roztaznosti a soucasné lze oc¢ekavat i zménu

modulu pruznosti v tahu. Oba tyto efekty ovliviiuji rezonané¢ni frekvenci.

Meéreni teploty a zahrivani

Béhem experimentu byla trubka vyhtivana odporovym dratem, ktery vedl v ose trubky
aniz se dotykal stén. Drat byl udrzovan napnuty pomoci pruziny. V opac¢ném pripadé
by se v dusledku teplotni roztaznosti pti zahtivani provésil, dotykal by se pak trubky

a ovliviioval kmitani.

Topny drat o odporu 32 byl pfipojen na regulovatelny zdroj o maximalnim napéti

30V, coz umoznuje nastavit maximalni topny vykon na

U2
Pyax = “%AX =300 W

Jak se béhem méreni ukazalo, tento vykon je dostatecny k dosazeni teploty 210 °C, coz mé
za nasledek ziretelnou zménu rezonancni frekvence. Teplota byla zjistovana pomoci bezkon-
taktniho infracerveného teploméru. Princip méreni spociva v detekci emitovaného zarent,
u kterého lze ocekavat maximum vinové délky v fadu jednotek mikrometri. Je zndmo
(a snadno lze ovéfit), ze leskly hlinikovy povrch bude mit pro tuto oblast nizkou emi-
sivitu, a proto by méreni teploty bylo znacné zkresleno. Z toho divodu byl na povrch

trubky, do mista, kam byl namiten teplomeér, nanesen ¢erny matny lak o vysoké emisivite.

Presto 1ze méteni teploty vytknout skutecnost, ze zjistujeme teplotu pouze na povrchu
trubky, nikoli v celém objemu materialu. Nepochybné bude namétrend teplota nizsi nez
odpovida skutecné primeérné teploté materidlu. Lze vSak ocekavat, ze hlinik ma natolik
vysokou tepelnou vodivost, ze se teplotni rozdily do zna¢né miry vyrovnaji. Tomu napo-
mahad i vyse zminény fakt, ze hlintk ma nizkou emisivitu, coz snizuje pozadavky na topny

vykon a tim se snizuje i pripadny teplotni gradient.

Vzhledem k tomu, ze znalost teploty je klicova pro vyvozeni zavér z meéreni, radéji
vypocitejme teplotni rozdil vnitini a vnéjsi stény trubky. Vyjdeme-li z Fourierova zdkona
pro vedeni tepla, pak

q=—-\VT

kde q je tepelny tok, A je tepelnd vodivost a VT je gradient teploty. Trubka ma valcovou
symetrii, takze gradient teploty lze oc¢ekavat pouze v radidlnim sméru. Proto miizeme gra-

dient teploty prepsat jako derivaci teploty podle radialni souradnice r. Soucasné tepelny
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tok zapiseme jako pomér tepelného vykonu a plochy plasté vélce:

P dT
N
S dr
P
P _ 4T
27rl dr

Na levou stranu rovnice prevedeme c¢leny obsahujici souradnici r» a nasledné obé strany
rovnice zintegrujeme. Meze integralu vychézeji z toho, ze teploty na vnitinim (7}) a vnéj-

sim (T3) povrchu trubky odpovidaji vzdélenostem od stfedu R; a Rs.

B2 q T2 \onl
[
R T T P

27l
] = —T(Tz —1T1)
Rs 27l
In— = —(T7) —"1T:
"R, p (- T)

Vysledny teplotni rozdil nyni vypoc¢téme pro nejméné priznivou situaci, kdy je namérena
teplota T nejvyssi, a také bude nejvétsi teplotni gradient. Tomu odpovida tepelny vykon
P = 300W. Jak jiz bylo uvedeno, trubka méla délku I = 1,435m, jeji vnéjsi prameér
byl 12mm a sila stény 1 mm. Z toho vychazeji hodnoty pro vnitini a vnéjsi polomér

R, =5mm a Ry, = 6 mm.

Déle bude nutné znéat tepelnou vodivost hliniku, ktera vSak zavisi na teploté, coz
bychom méli vzit v dvahu. Pfi pokojové teploté se udava hodnota A = 205 W/m/K,
zatimco pii teploté 225 °C jiz tepelna vodivost vzroste na A = 250 W/m/K. Pro vypocet

pouzijme druhou z uvedenych hodnot.

dr Pn gt 0,024 °C
ToNml

7 vypoctu je ziejmé, ze teplotni rozdil mezi vnitini a vnéjsi sténou trubky je zcela
zanedbatelny a méreni teploty pouze na jejim vnéjsim povrchu je dostateéné reprezenta-

tivni.

Pribéh méreni
Aby se kmity co nejméné tlumily, byla béhem méreni trubka zavésena na dvou vlaknech.

V bezprostiedni blizkosti jednoho konce trubky byl umistén mikrofon.
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Do opacného konce trubky byly vedeny tdery kladivkem, ¢imz se vybudila podélna
vlna. Program, ktery byl vytvoren pro zdznam méreni, pracoval tak, aby se co nejvice
¢innosti zautomatizovalo. Pti kazdém tuderu se zvukovy signdl zaznamenal, vypocitalo
se jeho frekvenc¢ni spektrum a v ném bylo nalezeno prvnich deset nejvyssich maxim.
Postacilo pouze jednou za nékolik sekund uderit kladivkem, pricemz software dokazal

jednotlivé udalosti sam rozlisit a zpracovat.

Soucasné bylo nutné vkladat do pocitace namérenou teplotu. Tento krok bylo nutno
provadét ruéné a odecitat z displeje teplotu. Velkou pomoci vsak bylo, Ze okamzik za-
pisu teploty byl zaznamenan, a tak mohly byt jednotlivé akustické udalosti korelovany
s teplotou na zakladé ¢asu porizeni.

Casy tdert kladivka a méfeni teploty si navzajem neodpovidaji, jsou nepravidelné
a viceméné ndhodné. Software byl proto uzptisoben tak, aby pro dany cas vzniku akustické
udalosti nalezl prislusnou teplotu pomoci interpolace.

Popsany postup vedl k tomu, ze béhem jednoho méreni bylo pohodIné ziskano témeér
tisic akustickych udalosti pti riiznych teplotach a v kazdém zaznamu bylo nalezeno nékolik
rezonan¢nich frekvenci. Takto velky soubor dat nejenze vedl k moznosti statistického

zpracovani, ale také ovéril spravnou funkci vSech vyhodnocovacich algoritmi.
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Obr. 2.8: Graf nalevo predstavuje zdvislost teploty na case. Pravy graf obsahuje jednotlivd frek-

vencni maxima vyhodnocend pro danou teplotu.
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Vysledky

Hlinikova trubka byla nejprve zahtata z laboratorni teploty na ptiblizné 150 °C, pak byl
zdroj napajeni vypnut a po néjakém case opét zapnut. Tomu odpovida i k¥ivka zaznamu
teploty na grafu 2.8.

Déle byly vykresleny grafy pro prvni ¢tyri nejvyraznéjsi frekvencni maxima. Zcela
v souladu s oc¢ekavanim byla nalezena zakladni frekvence podélnych kmitti na hodnoté
f = 1,76 kHz. Tuto hodnotu miizeme ovérit vypoctem za predpokladu, Ze pouzijeme
tabulkovou hodnotu pro Youngtv modul pruznosti v tahu pro hlintk £ = 69 GPa, dale
zndme hustotu hliniku ¢ = 2700kgm~2 a jediny dalsi potfebny parametr je délka tyce
[ = 1,435 m. Frekvence zédkladniho médu podélnych vin pak vychazi

E 1 |E
— | = == [= ~1761H
/ 402 20\ o 761 Hz

Ve spektru byly nalezeny i vyssi harmonické frekvence, jak dokladaji nasledujici grafy 2.9.

Pro laboratorni teplotu nalezneme ve spektrech frekvencéni maxima odpovidajici za-
kladni frekvenci f; = 1,76 kHz, ale také jeji dvojnasobek fo = 3,52kHz, trojnasobek
f3 = 5,28 kHz, ctyfnasobek f; = 7,05kHz a fadu dalsich.

Zaveér

S rostouci teplotou hlinikové trubky zcela zjevné klesaji frekvence i rychlosti podél-
nych vin pro vSsechny namérené médy kmitani. ZvysSeni teploty z laboratornich podminek
na 210°C vede ke snizeni frekvence priblizné o 5%. Déle jsou na grafech patrné i dalsi
frekvence, které nejsou v souladu s dosavadnimi iivahami. Jedna se o dalsi vlivy, prede-
vSim pricné kmity, které nebyly predmétem zkoumani, ale naprogramovany algoritmus

je ve spektru nalezl.
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frekvence pikil (kHz)

Obr. 2.9: Ve spektru byla nalezena rada vyssich harmonickijch frekvenci. Pro ilustraci jsou na gra-

frekvence piki (kHz)
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2.2 Poissontiv pomér

V minulé kapitole jsou popsany podélné kmity tenké tyce, pricemz jsme zcela ignorovali

Poissontiv pomér a byl zminén pouze okrajove.

Pro dalsf ivahy bude vhodné uvést, ze Poissoniiv pomér! v je materidlova vlastnost,
ktera muze ovlivnit frekvencéni spektrum vibrujictho predmétu. Je definovan jako pomeér
mezi zménou pricnych rozmért zptisobenou podélnou zménou rozmért. Jinymi slovy, po-
kud vlivem délkové deformace €; dojde k deformaci pri¢né ;, pak Poissontiv pomér daného
materidlu je

€t
v=——
€1
Bézna zkusSenost dokazuje, ze natazenim materialu, naptiklad gumy, dojde soucasné ke zten-
¢eni. Naopak stlaceni zpiisobi vybouleni do stran. Jak je vidét na obrazku 2.10, deformace

maji opacny charakter, tedy zmenseni jednoho rozméru provazi zvétseni druhého, takze

zaporné znaménko u zlomku vede k tomu, Ze koeficient vychazi kladny.

Obr. 2.10: Nenulovy Poissoniuv pomeéer md za ndsledek zménu pricnych rozméri pri zméné podél-
ného rozmeéru. Obrdzky demonstruji deformaci vzorku ve tvaru krychle. Jestlize jej namdhdame
v tahu, dojde k jeho zuzZeni a naopak namdhdni v tlaku zpusobuje vybouleni do stran. K tomuto

jevu dochdzi také u podélngch kmiti.

Efekt souvisi s mirou zachovani celkového objemu pri deformaci. Poissontiv pomeér

I'Nyni se vénujeme teorii elastickych prostfedi, ale pojem Poissontiv pomér anebo Poissonova konstanta,
se pouziva téz v souvislosti s kinetickou teorii plyn. M4 tam zcela jiny vyznam, znaci se v a predstavuje
pomér tepelnych kapacit — izobarické vici izochorické ¢, /cy . Souvisi s poctem stupnii volnosti f molekul
plynt: v =2/f + 1.
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Obr. 2.11: Obrdzky zndzornuji vypoctenou deformaci pri namdhdni ohybem. V pravé cdsti je zob-

razen detail privezu naznacenou rovinou, kde je patrnd zmeéena tvaru puvodné ctvercového profilu.

K tomuto druhu deformace dochdzi téZ pri pricnych kmitech.

muze nabyvat hodnot od nuly, kdy ke zminovanému jevu nedochézi viibec, az po 0,5, kdy

je efekt maximalni.

Doprovodné ilustrace k této kapitole byly vypocteny metodou konecénych prvka a si-
mulovany material mél hodnotu v = 0,5. Znamena to, zZe je nestlacitelny, a celkovy objem

zustaval konstantni.

Mezi casto uvadéné materialy s opacnymi vlastnostmi patii jiz zminovana guma a ko-
rek. Priéné ztenceni ¢i vybouleni gumy pti délkové deformaci je v pfimém protikladu
s korkem. Ten své pricné rozmeéry neméni témér vibec, diky ¢emuz je napriklad zatkovani

lahvi relativné snadny tkon.

Poissoniv pomér v je obtizné mérit primo, ale lze jej vypocitat uzitim Youngova

modulu pruznosti v tahu £ a modulu pruznosti ve smyku G. Plati

E 1
v=— —
2G
U klasickych inzenyrskych tloh se Poissontiv pomér ¢asto zanedbava, protoze jeho vliv
neni podstatny, mame-li na mysli naptiklad napéti a deformaci pti ohybu. Presnéji feceno
se predpokladé, ze Poissontiv pomér je roven nule, coz vede k naprosto opravnéné pred-

stave, ze prurez tyce, trubky, nosniku, traverzy apod. zistava pri namahani konstantni.
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Kdyby délkova deformace dosahla takové miry, ze by se i pri¢ny prurez znatelné zménil,
viz obrazek 2.11, znamenalo by to naprosto nevhodné navrzenou konstrukei na hranici

destrukee.

Nicméné, méreni rezonanéni frekvence mize byt natolik presné, ze dokéze odhalit vliv
Poissonova poméru. Vezmeme-li v ivahu tyto jevy, pak se musime smitit s tim, ze neplati
ani Hooktv zakon. Spolu s nim prestavaji platit vSechny bézné pouzivané vzorce pro
vypocet namahani pfi ohybu. Nemtzeme se spolehnout ani na dosud snadny vypocet

rychlosti podélnych vin.

Vysledkem je, Zze pokud pozadujeme postihnout jevy souvisejici s nenulovym Pois-
sonovym pomeérem, analytickd Teseni jsou velmi slozita anebo ani neexistuji. Jedinym

vychodiskem byva numericka simulace.

2.3 Pricné kmity

Priéné kmity jsou dalsim mdédem kmitani tenké tyce. V této kapitole rozebereme Euler—
Bernoulliho teorii vypoc¢tu a také modalni analyzu. Obé metody budou ovéreny experi-

mentem. Naznac¢ime téZz moznost vypoctu pomoci fady vazanych oscilatort.

2.3.1 FEuler—Bernoulliho teorie

V prvnim priblizeni, kdy zanedbavame Poissontav pomeér (tj. v = 0) je u pri¢nych kmitu tyc¢
namahana pouze v tahu a v tlaku, pficemz obé napéti jsou zptisobena ohybem. Smykové
napéti je nulové. Déale predpokladejme, ze tyc¢ je velmi tenka a cely problém muzeme

povazovat za jednorozmérny.

Nejprve rozeberme staticky ptripad. Necht ma tyc¢ délku [ a jeden z koncovych bodi
umistime do pocatku souradné soustavy, pricemz osa x povede podél tyce. Soucasné za-
vedeme spojité zatizeni q(x), které ma jednotku N/m a predstavuje vnéjsi pri¢nou silu

pusobici na délkovy element di.

Sila zptisobi deformaci tyce, pricemz vychylka z rovnovazné polohy zavisi na poloze z.
Tato deformace u(z) predstavuje spojitou funkei definovanou na intervalu (0;1) a plati
o

El@ = q(x) (2.1)
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coz je zakladni diferencidlni rovnice vychazejici z Euler—Bernoulliho teorie, a ze které
lze déale odvodit mnoho uzitecnych vztahti pro ohyb nosniki, traverz, tycéi a podobné.
Obvykle jsou zaddny okrajové podminky, které predstavuji zptisob uchyceni tyce. Ukolem
je napriklad najit tvar prohnuté tyce a s tim spojeny ohybovy moment, ktery néasledné

vede k vypoctu napéti.

Priblizné lze na rovnici pohlizet tak, ze na kazdy délkovy element ptlisobi sila vznikla
v disledku deformace a tato sila vyrovnava vnéjsi silu g(z) a ve vysledku ty¢ setrvava

v klidu.

V nasem pripadé vsak predpokladame zcela volné kmitajici ty¢ bez vnéjsich sil, tudiz
q(z) je po celé délce rovno nule, avsak sila pusobici na délkovy element zde zpusobi jeho

zrychleni v souladu s druhym Newtonovym zakonem.

Hmotnost délkového elementu (tj. linedrni hustotu) oznacme o, jejiz jednotka je kg/m.

Protoze zrychleni elementu je jeho druhé ¢asova derivace polohy, pak plati

u(x,t)  Pu(x,t)
El oxt 0 o

Pricemz zaporné znaménko znaci fakt, ze elastické sily ptisobi proti sméru vychylky a maji

(2.2)

snahu vracet element zpét do rovnovazné polohy.

Vy$e uvedenou linearni parcialni diferencialni rovnici ¢tvrtého radu se pokusme vytesit
pomoci predpokladu, Ze hledanou funkci u(x, t) je mozné vyjadrit jako sou¢in dvou funkci.
Prvni z nich, ¢(z), necht zavisi pouze na soufadnici x, a druha funkce ¢ (t) bude zdviset

pouze na ¢ase. Hledanou funkci u(z,t) tudiz mizeme rozepsat na soucin

u(z,t) = p(x)P(t) (2.3)
a ten dosadime do diferencidlni rovnice 2.2 a provedeme separaci proménnych:
o(x) _ 0% (t)
EI 1 9% (z) 1 (@)
o op(x) Azt T () o e (2:5)

kde w je zatim nezndma kladné konstanta. Tu zavadime z toho divodu, aby ¢asova rov-
nice obsahujici ¢(¢) méla tvar rovnice pro harmonicky oscilator. Upravami ziskdvame dvé
nezavislé rovnice pro dvé hledané funkce, pricemz pro strucnost jiz vynechme oznacovani

nezavislych proménnych x a ¢.

Prvni rovnice je ¢asova, obsahuje hledanou funkci ¢ a ma tvar

0%
W + w21/1 (26)
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pricemz druhd rovnice je prostorova a obsahuje funkci ¢:

Mo Wi
ot mr? " (27)

Prvni rovnice ma stejny tvar, ke kterému bychom dospéli pti feseni harmonického oscila-

toru, ktery kmita s thlovou frekvenci w. Hledanou funkci ¢ mtzeme napsat ve tvaru
Y = F coswt + G sinwt (2.8)

Konstanty F' a G miiZzeme zjistit z poc¢atecnich podminek kmitani a lze je pfepocitat na
amplitudu a fazi. Kazdy bod tyce tedy kond harmonicky pohyb se stejnou fazi. Amplituda

stejna nebude, protoze jeji prostorové rozlozeni je ddno funkci . Zavedeme-li substituci

2

woo
M="—
ET
pak se rovnice 2.7 zjednodusi na
Ot

coz je obyc¢ejna diferencidlni rovnice ¢tvrtého radu s konstantnimi koeficienty. Predpokla-
dané feseni ve tvaru
()0 — eOZCB
dosadime zpétné do rovnice, a pak po tupravé vyjde charakteristicka rovnice
a4+ N =0

jejiz ¢tyti koreny jsou:

Q12 = +A a Q34 = +i\
a jim odpovidaji tato ¢tyri reseni:

Az -z iz —i\x

e e e e

Obecné teSeni ziskame jako linedrni kombinaci téchto partikuladrnich feseni. Nyni po-
uzijeme vztahy pro prechod z exponencialnich tvart na goniometricky a hyperbolicky.

Protoze plati
e = cosh Az + sinh Az a e — cos Az + isin Az
muzeme celkové obecné Teseni napsat ve tvaru této linearni kombinace:

@ = Acos A\x + Bsin Ax + C cosh Az + D sinh Az
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Ctyii konstanty A, B, C, D se uré z okrajovych podminek. V dalsich tivahach se pokusme
najit feseni pro kmitajici ty¢, kterd je na jednom konci (napt. v x = 0) pevné vetknuta
a opacny konec (z = 1) je necht je volny. Okrajové podminky pro prvni konec jsou ziejmé
— poloha je stale nulova a také prvni derivace je nulova, protoze i pri deformaci je tecna

vodorovna v misté uchyceni.

Na opacném konci plati, ze druhd i treti derivace je nulova. VSechny ¢tyfi podminky

lze zapsat matematicky takto:

dop d?p d3p
e (B0 () (),
dz / ,_, dz? ) _, dz? J .,

Zavedeme-li tyto podminky do Teseni, dostaneme soustavu ¢tyr linearnich rovnic pro
konstanty A, B, C, D.

0 = A+C

0 = B+D

0 = —AcosAl — Bsin\l + C cosh A\l + D sinh Al
0 = Asin A — Bcos Al + Csinh Al + D cosh Al

Z prvnich dvou rovnic plyne C' = —A a D = —B, coz dosazeno do druhych dvou rovnic

vede ke vztahum

—A(cosm + coshm) — B(sinm + sinhm) = 0

A(sinm — sinhm) — B(cosm + coshm) = 0

kde jsme zavedli oznaceni

m = M\l

Aby vyse uvedend soustava dvou linedrnich rovnic méla netrividlni feseni, je nutné a staci,

aby jejl determinant vymizel. To vede na transcendentni rovnici
(cosm + coshm)? + sin® m — sinh®m = 0
kterou muzeme upravit na tvar
cosm coshm = —1 (2.10)

pficemz kofeny této rovnice se priblizné rovnaji lichym nasobkim /2. Presnéjsi hodnoty

pro prvni tii kofeny jsou

my = 18751 my=4,6041  my = 7,8548
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Obr. 2.12: Funkce cosx coshx + 1 zacind na hodnoté 1 a pak ndsleduje klesini. K pruonimu
protnuti osy x dojde v bodé x = 1,8751. Tento detail neni na grafu dobre patrny kvuli velkému

rozsahu na ose y, ktery byl nutny pro zobrazeni dalsiho pribéhu.

a jejich hodnotu, i hodnotu dalsich feSeni, 1ze snadno ziskat numericky. Prubéh funkce

spolu s prvnimi tfemi kofeny je vykreslen na grafu 2.12.

Oznac¢ime-li m,(n = 1,2,3...) kofeny rovnice, pak pro charakteristické hodnoty A
plati
My
Ap = —
[

a jim prislusné charakteristické funkce maji tvar
mn mn
on(x) = A, [(cos my, + coshm,,) <cos 5o cosh Tm)

+ (sinm,, — sinhm,,) (sin %x — sinh %x)]

Konstanty A,, bychom ur¢ili z poc¢atecnich podminek. Pro kazdé n ziskdme mod kmitani,
kterému prislusi vlastni tvar a vlastni frekvence. Vlastni tvar je urcen funkci ¢,. Pro

prvnich pét modi jsou tyto tvary vykresleny na grafu 2.13.

Vidime, ze poloha kmiten a uzli zde neni tak snadno predpovéditelnd, jako naptiklad

u podélnych kmit nebo kmiti struny.

Uplné Feseni by pak vzniklo jako superpozice

u(z,t) = Z on(Ey, coswpt + G, sinwyt) (2.11)

n=1



30 KAPITOLA 2. MODELOVANI ELASTICKYCH VLN

1.0
09
0.8
0.7
0.6 [
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1}

fe—— — — — - — ——f - —— -/ — - — - - =Y - — - - = === ==/ — = - ==~ /- - -
—0.1F
—0.2}F
—-0.3
—04
—0.5
—0.6 |-
—0.7F
—0.8F
—09}
410 L L L L L L L L L

Obr. 2.13: Pronich pét vlastnich tvard vypoctengch pro pricné kmitajici tyc s jednim vetknutym
koncem a druhym volnym. Multiplikacni konstanta pro jednotlivé mddy byla zvolena tak, aby

amplituda byla rovna jedné.

a opét by zbyvalo urcit konstanty F, a G,,. Pro frekvenci kmiti w,, plyne vztah

m2 |[EIl
Wy = =\ —
? o
Vidime, zZe u pricnych kmitti nejsou frekvence vyssich moda pouze nasobky zakladni frek-
vence. Pokud bychom uvazovali, ze pricné kmity by mély byt zakladem pro néjaky hudebni
nastroj, pak je ladéni ponékud problematické. Nabizi se zde srovnani s podélnymi kmity ¢i
kmity struny, kde je druhd harmonicka frekvence dvojnasobkem frekvence zédkladni a tyto
mody spolu prirozené ladi. U priénych kmiti vsak mtzeme spravné naladit pouze jeden

mod, zatimco ostatni, striktné vzato, viibec nepatii do hudebni stupnice.

Je pottfeba zduraznit, Ze jsme vypocitali spektrum volngch pti¢nych kmitt, které nejsou
ovlivnény vnéjsimi silami. Protiptikladem muze byt kmitajici jazycek harmoniky, pro
ktery nase zavéry nebudou platit, protoze ten je rozechvivan harmonickou silou, a téz

jeho spektrum je harmonické, coz doklada meéreni na obr. 2.14.

Tim jsme v tvahach ponékud odbodili, ale presto je dulezitym poznatkem to, Ze pricné
kmity jsou anharmonické, a ve spektru nejsou jejich frekvence ekvidistantni. Soucasné je
treba byt obezfetny v interpretaci vysledki meéreni v nedestruktivnim testovani, které

vznikly pouzitim budice pracujicim s jednou zakladni rezonanéni frekvenci.

Pricné kmitajici ty¢ s obéma konci volnymi

Pti nedestruktivnim testovani budeme analyzovat vzorky, které budou nejcastéji ulozené
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Obr. 2.14: Na obrizku je frekvencni spektrum jednoho tonu foukaci harmoniky. Ton je u har-
moniky tvoren pricne kmitajicim jazyckem, jehoZ jeden konec je upevnén a druhy volné kmitd.

Ve spektru lze rozlisit vice nez 40 maodi kmitani.

tak, aby mohly kmitat zcela volné. Hledame-li feSeni pro ptri¢né kmity volné kmitajici tyce,
muzeme vyjit z velmi podobnych tvah jako v predeslém pripadé, pouze s tim rozdilem,
ze okrajové podminky budou na obou koncich stejné, a musi platit, Zze druhd a treti

derivace bude na obou koncich nulova.

Opét ziskdme ¢tyti linedrni rovnice o ¢tyfech neznamych koeficientech:

= —-A+C

= —-B+D

= —Acos Al — Bsin Al + C cosh Al + D sinh A\
= Asin Al — Bcos Al + C'sinh A\l + D cosh Al

o o o O

Jedna okrajova podminka se zménila, takze prvni dvé rovnice se od predchoziho pri-
padu lisi. Druha okrajova podminka ztstala beze zmény, a tak druhé dvé rovnice jsou

stejné.

7 rovnic je hned patrné, ze C = A a soucasné D = B. Pocet rovnic tim snadno
zredukujeme na dvé, které budou obsahovat neznamé koeficienty A a B: Zavedeme-li

substituci m = A, pak tyto rovnice lze psat ve tvaru

A(—cosm + coshm) + B(—sinm +sinhm) = 0 (2.12)
A(sinm + sinhm) + B(—cosm +coshm) = 0 (2.13)

Nésledné tuvahy opét povedou na transcendentni rovnici, jejiz tvar ale bude jiny, nez
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v predeslém pripadé 2.10. Vychazi
cosmcoshm =1 (2.14)

hleddme tedy kofeny rovnice cos(x) cosh(x) — 1, pficemz prubéh funkce je zndzornén

na grafu 2.15:

400 A
300 | --oeeenee b PP TP & T PR beeflen RRPPR .
200 f - e O L) e o Lo .

100 |-eeeneeeee b T N b b -
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Obr. 2.15: Funkce cos(z) cosh(z)—1 md v bodé x = 0 hodnotu —1 a jeji prubéh zacind klesdnim,
takZe osu x v prvé fazi neprotne. Teprve az v ndsledujici rostouct fazi dojde k prunimu protnuti,
a to v bodé x = 4,73.

Tato rovnice se lisi od rovnice 2.10 zménou znaménka. To mé za nésledek zcela jiné ko-
feny rovnice, ale ptresto je budeme nadale znacit m,,. Funkci ¢,,, kterd pro rizné poradové

¢islo n predstavuje prislusny vlastni tvar, je mozné psat ve tvaru

on(x) = A, |(sinm,x + sinhm,z)

sin m,,l — sinh m,,[

— cos m,x + cosh m,x

cos myl — cosh mnl( " n?)
a jeji pribéh pro prvnich pét modia kmitani je vynesen na grafu 2.16. Z néj je patrné,
ze ani pro volné kmitajici ty¢ neexistuji mista, ve kterych by byly uzly kmitani pro vsechny
mody. Tato skutecnost ponékud znesnadnuje uchyceni, podepieni ¢i zavéseni testovaného
predmétu. Obvykle uvazujeme, ze uzly mohou byt v pevném kontaktu s okolim, aniz

by se ovlivnilo kmitani, ale toto nelze splnit pro vsechny maédy.
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Je uziteéné mit predstavu, kde se nachazeji uzly alespon u zakladniho médu kmitani.
Jejich polohu lze urcit z grafu 2.16 a hledat misto, kde modréa krivka protind nulu. Nu-
merickou metodou byl nalezen jeden z kofenti o hodnoté 0,22416 pro ty¢ o délce | = 1.
Problém je symetricky, takze druhy z korent bude ve stejné vzdalenosti od konce opac-
ného. Pro ty¢ o jiné délce nez [ = 1 polohu uzli snadno prepocitame, protoze model lze

linearné skalovat. Pro tuplnost uvedme, Ze rozte¢ mezi podpérami bude 0,5517 - (.
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Obr. 2.16: Prunich pét vlastnich tvari vypoctengch pro pricneé kmitajici ty¢ s obéma volnymi

konci.

Pro frekvenci volnych kmitt plati stejny vztah jako pro frekvenci jednostranné uchy-
cené tyce
~mj |EI
PR

ale je tfeba mit na paméti, ze koeficienty m,, musime zjistit z rovnice 2.14.

Mezi pricnym kmitanim jednostranné vetknuté tyce a volné tyce tedy existuje velmi
uzka souvislost. Checeme-li nalézt vlastni frekvence, je v obou pripadech potfeba najit
koreny transcendentni rovnice. Tyto kofeny maji ve vysledném vztahu pro frekvenci kmitt
druhou mocninu. Zaroven plati, jak zahy uvidime, Ze s nartstajicim poradovym c¢islem
korenti prestavaji byt mezi feSenimi rozdily a kofeny obou rovnic konverguji k celoé¢iselnym

nasobkum /2. Obé funkce jsou vuci sobé vertikalné posunuté o konstantu rovnou dvéma.

Funkce kosinus je oscilujici, zatimco hyperbolicky kosinus velmi rychle nartista. Jejich
soucin je oscilujici funkce s rostouci amplitudou. Rozdilova konstanta o velikosti dva

zpusobuje to, Ze funkce cos(x) cosh(x) + 1 ma o jeden kofen vice. Kromé této pocatecni



34 KAPITOLA 2. MODELOVANI ELASTICKYCH VLN

faze se dalsi rozdily postupné vytraceji, protoze konstanta rovna dvéma je stale vice

zanedbatelna. Pribéh obou funkei je vynesen na grafu 2.17.

1014

— - cos(x) * cosh(x) + 1
1012 H _ . .
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Obr. 2.17: Obé funkce, cos(x) cosh(x) — 1 a cos(z) cosh(z) + 1 se vzdjemné lisi o konstantu
dva, kterd se stavd zanedbatelnou vici velmi rychle rostoucimu hyperbolickému kosinu. Na grafu

je vynesena kladnd cdst obou funkci v semilogaritmickych souradnicich.

V nésledujici tabulce je uvedeno prvnich deset kofentt obou rovnic, jejich druhé moc-

niny a soucCasné prislusny nasobek 7/2 pro srovnani.

i ome | omy [ w+ D | folfeo |/ for |
0| 1,875

1 | 4,6941 | 4,7300 4,7124 6,267 1,000
2 | 7,8548 | 7,8532 7,8540 17,547 | 2,757
3 1 10,9955 | 10,9956 | 10,9956 | 34,386 | 5,404
4 | 14,1372 | 14,1372 | 14,1372 | 56,843 | 8,933
5 | 17,2788 | 17,2788 | 17,2788 | 84,913 | 13,344
6 | 20,4204 | 20,4204 | 20,4204 | 118,598 | 18,638
7 | 23,5619 | 23,5619 | 23,5619 | 157,896 | 24,814
8 | 26,7035 | 26,7035 | 26,7035 | 202,809 | 31,872
9 | 29,8451 | 29,8451 | 29,8451 | 253,336 | 39,812
10 | 32,9867 | 32,9867 | 32,9867 | 309,476 | 48,635

Prestoze jsou v tabulce uvedeny koeficienty s presnosti na Sest platnych mist, je pri-

blizné od patého radku nerozlisitelné, ke které ze dvou rovnic dany koren patii. Navic neni
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nutno koreny zjistovat numerickymi metodami, protoze jsou velmi blizké hodnoté m(i+ %),

pricemz poradové ¢islo ¢ je posunuté o 1 pro kmity volné tyce vzhledem k vetknuté.

2.3.2 Modalni analyza a metoda konecnych prvku

Dalsi metodou pro vypocet frekvenéniho spektra u vibrujicich téles je modalni analyza,
ktera patii mezi metody konec¢nych prvki. Uvazuje se, ze téleso se sklada z velkého poctu
vzajemné propojenych vazanych oscilatori, pricemz kazdy z nich je hmotny bod s linearni
pruznou vazbou, ktera zprostfedkovava silu imérnou vychylce a tato sila méa snahu vracet

hmotny bod do jeho rovnovazné polohy.

Kazdy z kmitajicich bod méni svou polohu v zavislosti na c¢ase, pricemz tato zavislost
je sice periodicka, ale harmonicka v obecném pripadé neni. Kazdou funkci, splnime-li

potirebné matematické podminky, vsak lze rozepsat jako soucet harmonickych funkei.

Modalni analyza hled4 takové feseni vsech pohybovych rovnic, které splnuje podminku,
ze vsechny body kmitaji harmonicky se stejnou fazi a lisi se pouze amplituda. Tu je nutno

chapat jako vektor, protoze body kmitaji obecné v rtiznych smérech.

Uvedenou metodou byl proveden vypocet slouzici jako priklad. Celkova trojrozmérna
geometrie uvazovaného vzorku byla rozdélena na sif elementt, jejichz tvar byl nastaven
na obecny hexahedron. V nasem pripadé vsak byla sit pravidelna a vzorek mél tvar kvadru,
a tak vysledné elementy mély téz tvar kvadru, coz ale obecné platit nemusi.

Veve

todou konec¢nych prvki. Toto feseni se ukazalo jako vyhodné nejen z hlediska ceny a do-
stupnosti (je zcela zdarma), ale predevsim pro svou flexibilitu a moznost doprogramovani
dalsich vlastnosti. Diky tomu bylo mozné naprogramovat automatizovany vypocet, ktery
vysledky modalni analyzy pfimo porovnaval s analytickymi metodami a soucasné testoval

rizné varianty parametria vstupujicich do modelovani.

Bézné pouzivané komercni nastroje pro vypocty metodou konecénych prvka obvykle
obsahuji vSe potfebné v jednom programovém baliku. V pripadé SfePy je situace jina.
Predpoklada se, ze uzivatel ¢i programator bude knihovnu vyuzivat pod operacnim systé-
mem Linux, kde je béznou soucasti fada jiz hotovych matematickych nastroji. Software
SfePy tedy neobsahuje zadné grafické uzivatelské rozhrani a ocekava se, ze kazdy si na-
programuje sviij vypocet dle vlastnich potieb. Neobsahuje ani tesselator, tj. algoritmus

na rozdéleni geometrie na jednotlivé elementy. Tento tikol zastane specializovany program
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Tetgen, ktery je béznou soucasti systému. Také bychom marné hledali rozhrani pro in-
teraktivni kresleni 3D geometrie. Pro tento ucel lze vyuzit jiz hotovy program s nazvem
GMSH. V nasem pripadé ani nebyl potieba, protoze geometrie je natolik jednoducha,
ze bylo snazsi ji napsat do definicniho souboru a ten nasledné nechat zpracovat progra-
mem Tetgen. Z obdobnych divodl neni soucasti SfePy ani vykreslovani vysledkt. Bylo
by to zbytecné, protoze k tomuto tucelu slouzi program Paraview s bohatymi moznostmi

zobrazovani.

Hlavni soucasti SfePy je tedy samotné vypocetni jadro pro metodu konec¢nych prvki.
Knihovna dokéze nacist ze souboru souradnice elementii, zanalyzovat vsechny ¢leny v na-
stavené parcialni diferencialni rovnici, dale sestavit prislusnou matici a vytesit ji pomoci
nékterého z mnoha algoritmi, které jsou dostupné v knihovné SciPy. Vystup se obvykle

zapiSe do souboru s koncovkou *.vtk zobrazitelném v programu Paraview.

Existuje cela rada resici, které jsou schopné si poradit s rozsahlymi maticemi a efek-
tivné s nimi pracovat. Algoritmy se lisi rychlosti konvergence, presnosti, pamétovou naroc-
nosti ¢i univerzalnosti, ale ani ty nejsou soucasti SfePy, nybrz je riizni dobrovolni vyvojari

implementuji do knihoven a SfePy je nasledné vyuziva.

Vypocet uzitim metody koneénych prvka je znacné komplikovany proces, ktery se
sklada z mnoha krokti a bézné komercéni programy byvaji neobycejné slozité, drahé a jde
obvykle o mimoradné velké projekty. Ve svété otevieného softwaru je vsSak bézné, ze
jeden program vyuziva druhy. Tato sou¢innost vede k tomu, ze vypocetni knihovna SfePy
je na velmi dobré trovni a pritom jejim autorem je pouze jediny c¢lovék. Neni nutné

zdtraziiovat, Ze je to osobnost? s mimofadnymi schopnostmi.

Obr. 2.18: Viypocet zdkladnich tvard pro mody odpovidajict pricnym kmitum.

Na obrazcich 2.18, 2.19 a 2.20 je ilustrace nékolika zakladnich mdéda kmitani vy-
poctenych pomoci modalni analyzy. V tomto pripadé mél modelovany vzorek tvar tyce

s obdélnikovym pruarezem.

Obréazky predstavuji tzv. vlastni tvary testovaného vzorku, coz je okamzik, kdy vy-

2Ing. Robert Cimrman, Ph.D., Centrum novijch technologii a materidli, Zdpadoceskd univerzita v Plzni
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Obr. 2.20: Ukdzka hlavniho podélného modu kmitani tyce obdélnikového prirezu

chylka jednotlivych elementii je maximalni. Pfi kmitani na vlastni frekvenci kmitaji
vsechny body se stejnou fazi, ¢imz je vlastni tvar jednoznac¢né uréen — az na znaménko

deformace.

Barva znazornuje vychylku kazdého elementu z jeho rovnovazné polohy a na zakladé
toho lze jednotlivé médy rozlisit a pojmenovat — priéné, torzni a podélné. Z principu
vypoctu by mélo byt zfejmé, zZe samotna modalni analyza nedovede posoudit, o jaky druh

kmitani se jedna. Vysledkem vypoctu jsou pouze vlastni frekvence a vlastni tvary.

Ovéreni experimentem

Pri¢né kmity tyce byly vypocteny analyticky pomoci Euler-Bernoulliho teorie a soucasné
pomoci metody konecnych prvkiu (FEM) uzitim modélni analyzy. Vysledky obou vypocet-
nich metod byly porovnany s redlnym métrenim vibracniho spektra. Zkoumanym vzorkem
byla hlinikova ty¢ kruhového prurezu. Frekvence priénych kmitt byly zjistény pomoci
spektralniho analyzatoru, coz byl neprilis slozity pocitacovy program sestaveny prave pro
tento ucel. Jeho zakladem byl vypocet Fourierovy transformace v realném case ze signalu
naméfeném zvukovou kartou. K méfeni byl potfeba bézny pocita¢ vybaveny lacinym (cca

20 K¢) elektretovym mikrofonem.
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Presna frekven¢ni charakteristika mikrofonu zde nebyla dilezitym faktorem, protoze
hlavni informaci pfi méreni predstavovala frekvence jednotlivych piki, nikoli jejich in-
tenzita. Lze Tici, Zze i nekvalitni mikrofon se zkreslujici charakteristikou naméii polohu
jednotlivych maxim zcela spravné, protoze presnéd frekvence je dana vzorkovanim zvu-
kové karty, nikoli mikrofonu samotného. Jak se jiz mnohokrat ukazalo, poméry amplitud
nemaji valnou vypovidaci hodnotu o vlastnostech vzorku, ale spiSe zaviseji na zptsobu

vybuzeni kmitt, napiiklad na konkrétnim misté uderu kladivka.

Vstupni parametry pro obé vypocetni metody odpovidaly hlinikové tyc¢i kruhového
prifezu, pricemz dalsi podrobnosti jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

prumeér d=12mm zméreno mikrometrem
délka [=300 mm zméreno ocelovym pravitkem
hmotnost m=94,5¢g zjisténo na vahach
hustota 0=2785kgm3 vypocteno o = 4m/(wd?l)
plo$ny moment setrvacnosti | I =1,02- 107 m? vypoc¢teno: I = mrt /4
priblizny Younguv modul E' =69 GPa tabulkova hodnota
vypocitany Youngiv modul E=722GPa zjisténo z podélnych kmitia
odhad zakladni frekvence ' =8300Hz vypocteno: f = \/E'S/(4ml)
skutecna zakladni frekvence f =8487Hz zjisténo experimentem
Poissoniv pomér v=20,34 tabulkova hodnota

V tabulce jsou uvedeny vlastnosti zmérené, vypocitané ¢i prevzaté z tabulek. Youn-
guv modul pruznosti v tahu je uveden dvakrat. Nejprve se jeho tabulkova hodnota pouzila
k vypoctu priblizné zakladni frekvence podélnych kmitii. V blizkém okoli této frekvence
se ocekavalo hlavni maximum ve spektru. Namérend frekvence opravila ptivodni odhad
a tim i redlny modul pruznosti v tahu. Pro dalsi vypocty se uz tabulkova hodnota nepou-
zila, protoze se predpoklada, ze méreni je presnéjsi. Krom toho nebylo zcela ziejmé, z jaké

slitiny hliniku byl vzorek vyroben, takze i tabulkova hodnota byla ponékud nejista.

Ze stejného divodu byla i hustota radéji zjisténa pomoci analytickych vah a méreni

rozméru.

Tento postup vedl ke zjisténi, Ze lze ocekavat frekvenéni maximum v okoli odhadované
frekvence 8300 Hz. To se potvrdilo nalezenim ztetelného maxima na frekvenci 8487 Hz,

coz nasledné vede na opravenou hodnotu Youngova modulu pruznosti v tahu

16ml f2
wd?

4dm

E—4Ql2f2—4 z2f2_4 l2f2_4 —

1f? =

=T72,2GPa
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Tato hodnota byla pouzita ve vSech dalsich vypoctech.

Pro vypocet frekvencniho spektra pomoci modalni analyzy bylo potfeba znat i Pois-
sontiv pomér, jehoz hodnota byla prevzata z tabulek jako primeér z udavaného rozmezi

0,32 — 0,35. Nebyly jiz provedeny zadné pokusy o zpresnéni této hodnoty.

Analytické Teseni pricnych kmitii zalozené na Euler-Bernoulliho teorii jsme podrobné
rozebrali drive, tak zde uvedme pouze vysledné vztahy, do kterych dosadime vlastnosti
naseho vzorku — kruhové tyce. Rozbor vedl k nekoneénému poctu vlastnich modi, jejichz
frekvence lze vypocitat ze vzorce

m2 |EI

o=\
kde I predstavuje plosny moment setrvacnosti, ktery je pro ty¢ kruhového prifezu roven
7t /4. Youngtiv modul pruznosti v tahu E byl zjistén pomoci podélnych kmitt. Linedrni

hustotu ¢ vyjadiime jako podil hmotnosti m a délky I.

2 | Emd*
T 64mi3

Koeficienty m,, jsou kofeny transcendentni rovnice cos(x) cosh(z) — 1 = 0, které jsme jiz

Pak plati

nalezli numericky, a jsou uvedeny v tabulce.
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Obr. 2.21: Celé vibracni spektrum tyce ziskané pomoct frekvencniho analyzdtoru. Tyc méla kru-

hovy prirez.

Na grafu 2.21 je zobrazeno namérené frekvencéni spektrum v Siroké skale az do cca

16 kHz. Na dalsich grafech 2.22 jsou zvétsené detaily prvnich ¢ty maxim, pricemz jejich
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Obr. 2.22: Na téchto grafech jsou zdznamy jednotliviych namérenych frekvencénich maxim odpo-
vidajicich pronim ctyrem mdodim. Na ose x je frekvence v hertzich a na ose y relativni jednotky.
Bohuzel, osy nejsou korektné popsany, protoZe se jednd o autentické snimky obrazovky pri mérent

pomoci frekvencniho analyzdtoru.

frekvenci je mozné manualné odecist. Pti redlném méteni jednotlivdA maxima vyhledaval
algoritmus, ktery je presnéjsi a métfeni je mozné snadno zopakovat a nasledné primérovat
¢i ovérovat. Navic se zjistovala poloha osmi maxim, coz by uz bylo nepohodlné pfi ru¢nim

odecitani.
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Méd | Méf.(Hz) || Anal.(Hz) | Rel.ch.(anal.) || FEM (Hz) | Rel.ch.(FEM)
1 600 600 0 601 1,0017
2 1640 1654 1,009 1641 1,0006
3 3183 3242 1,019 3170 0,9959
4 5191 5360 1,033 5144 0,9909
5) 7625 8007 1,050 7516 0,9857
6 10532 11183 1,062 10239 0,9722
7 13622 14888 1,093 13266 0,9739
8 17110 19123 1,118 16554 0,9675

Tabulka obsahuje frekvenci prvnich osmi méda priénych kmitd. Pii zpracovani byly
zameérné vynechany kmity podélné, protoze ty se jiz pouzily diive pro zjistovani Youngova

modulu pruznosti v tahu.

Vypoctena relativni chyba u analytické i numerické metody je vztazena k hodnoté
experimentalni, aby bylo ziejmé, ktery z vypoct je blize realité. Namérena hodnota je
v tabulce uvedena taktéz. Je zjevné, ze metoda konecnych prvki je presnéjsi, nez Euler—
Bernoulliho pristup, ale dosazeni lepsich vysledki je vykoupeno vyssi vypocetni slozitosti.
Analytickd metoda podle Euler—Bernoulliho je rychlejsi a snadnéjsi na pouziti a jedinou
komplikaci mtze byt numerické nalezeni kotfenti transcendentni rovnice. Tyto kofeny jsou
vsak dostupné v mnoha matematickych tabulkach, takze tento problém odpada. Pro ucely

vvvvvv

tvart totiz analyticky pristup nelze pouzit vibec.

Zaveér

Pricné kmitani tyce bez jakéhokoli ukotveni bylo zjisténo tfemi riznymi metodami.
Dvé metody jsou teoretické a jsou zalozeny na rtiznych principech. Prvni metoda je Euler—
Bernoulliho analyticky pristup, pficemz druhd metoda je modélni analyza za uziti metody
konec¢nych prvki. Frekvencéni spektrum bylo téZ naméreno experimentalné. Ziskané vlastni
frekvence kmitani se vzédjemné zna¢né podobaji, pri¢emz nejblize realité (tj. experimentu)
byla metoda konec¢nych prvki. Euler—-Bernoulliho metoda je méné presna v disledku zjed-
nodusujicich predpoklad, mezi které patii predstava nekonecné tenké tyce bez smykové
deformace se zanedbanim setrvac¢nych sil vzniklych v disledku rotace. Tato zanedbani
vedou k tomu, ze analytickd metoda predpovida frekvence systematicky vyssi, nez odpo-
vida experimentu. Navic, pri odvozeni analytickych vztahti viibec neuvazujeme Poissoniv

pomér, a pri uvazované deformaci predpokladame, Ze je roven nule. Z toho lze usuzo-
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vat, ze zminovana analytickd metoda bude davat lepsi vysledky pro materidly s nizsim
Poissonovym pomérem a naopak bude vice selhavat v situaci opacné.

2.4 Pricné kmity, rada vazanych oscilatori

V predchozi kapitole byly s experimentem srovnany dvé metody pro vypocet pricnych
kmittt — Euler-Bernoulliho pristup a modalni analyza. Jako doplnujici metodu popisme
princip jesté dalsiho modelu, ktery byl pro tento tcel naprogramovan. Model je zalozen
na predstave, ze tenkou tyc lze pripodobnit k fadé hmotnych bodi, které se chovaji jako

vazané oscilatory.

V minulé kapitole méla kmitajici ty¢ oba konce volné, ale zde, pro zajimavost, mode-
lujme jednostranné vetknuty nosnik. Jeho pti¢né kmity jsme jiz vyresili analyticky pomoci

Euler—Bernoulliho teorie.

Ke zjisténi chovani jednostranné vetknutého nosniku byly pricné kmity vypocitany
numericky a pohyb byl simulovan pomoci rady elementt. Nosnik tak byl po své délce roz-
délen na jednotlivé prvky. Mezi nimi byly nadefinovany pruzné ohybové vazby. Ty mély
tu vlastnost, ze kazdé tii sousedici elementy byly v rovnovazné poloze pravé tehdy, pokud
byly v ptimce. Ty¢ jako celek se tedy chovala tak, Ze stav s nejnizsi (nulovou) energii odpo-
vidal nedeformovanému stavu, jehoz vsechny elementy byly v pfimce. U kazdého elementu
se uchovavala informace o jeho poloze a rychlosti. U pri¢nych kmiti se predpokladaly malé
vychylky a v této aproximaci kazdy element vykonaval pohyb pouze v jedné ose. Poloha
i rychlost kazdého elementu byly vyjadieny jedinym ¢iselnym tidajem a v paméti pocitace
postacila pro ulozZeni polohy a rychlosti dvé jednorozmérna pole. Jakykoli netrivialni stav
systému (tj. jiny nez nulova poloha i rychlost) vedl k dynamickému vyvoji v ¢ase, kdy lze
sledovat pricné postupné vinéni. Model zahrnoval také tlumeni, a to takové, Ze na kazdy
element ptisobila kromé pruznych sil jesté odporova sila okolniho prostiedi, ktera byla
umeérna rychlosti elementu a méla vici rychlosti opacény smysl. Tim se pohyb brzdil a bez
dalsich vnéjsich sil by kmity po ¢ase témér vymizely. Jeden konec byl pomoci okrajovych
podminek zafixovan tak, Ze prvni dva krajni elementy (nulty a prvni) byly po celou dobu
vypoctu zcela bez pohybu. Tim je nadefinovan pevny konec, pricemz opac¢ny konec byl

volny.

Takto vytvoreny model bylo nutno otestovat a zjistit, zda spravné simuluje bézné si-
tuace, u kterych jiz dopredu zname vysledek. Prvni velmi jednoduchy test predstavoval
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béznou inzenyrskou tlohu, pti které se zjistuje tvar pti ohybani jednostranné vetknutého
energii takto namahaného nosniku je mozné popsat pomoci kubické kiivky, kdy vychylka
kazdého elementu je imérna treti mocniné vzdalenosti od pevného konce. Spravnost mo-
delu se zjistovala dvéma zpusoby. VSechny elementy byly hned zpocatku usporadany do
tvaru kubické kiivky. Vysledkem vypoctu bylo, ze rychlost elementi byla v jakémkoli

dalsim kroku nulova, coz se oc¢ekavalo.

Druhy test predstavoval pouze stélou fixaci poloh tii elementt — prvnich dvou krajnich
a zcela posledniho tak, aby nelezely v pfimce. Poloha ostatnich elementti byla na poc¢atku
vypoctu nastavena na nahodnou hodnotu. Po spusténi vypoctu se vlivem disipace energie
systém postupné dostéaval do stavu s co nejnizsi energii a konvergoval k ocekavanému

tvaru, ktery je zakreslen na grafu 2.23.

1.0

0.0 ¢ o o e . .

-1.0

Obr. 2.23: Jednotlivé body v grafu predstavuji polohu uzli po mnoha krocich simulace, kdy se vli-
vem tlument zastavil pohyb elementi. Konecny tvar odpovidd analytickému reseni pro ohyb jed-

nostranné vetknutého nosniku.

Dalsi testy mély za tkol ovérit frekvenci u rtiznych méda kmitani. Jak jiz bylo po-
drobné rozebrano diive, analyticky lze odvodit, ze mody kmitani jednostranné vetknutého
nosniku maji frekvenci tmérnou druhé mocniné koeficientu «, ktery je resenim transcen-
dentni rovnice

cos(z) cosh(x) —1=10

Na zakladé vypoctu prvniho kotenu této rovnice byly nastaveny parametry simulovaného



44 KAPITOLA 2. MODELOVANI ELASTICKYCH VLN

kmitani tak, aby zakladni méd mél frekvenci rovnu jedné. Dvé okrajové podminky, které
souviseji s vetknutim nosniku, byly implementovany tak, Ze poloha i rychlost prvnich
dvou okrajovych elementi zlistala stale nulova. Polohy ostatnich elementii byly na po-
¢atku simulace nastaveny na nahodou hodnotu a systém zacal kmitat. Poloha posledniho
elementu, ktery predstavoval volny konec tyce, byla pri kazdé iteraci zapsana do souboru,
¢imz vznikla ¢asova fada urcena k dalsimu zpracovani. Po predem nastaveném poctu ite-
raci se simulace ukoncila. Tlumeni bylo nastaveno tak, aby byla energie systému na konci

simulace ptiblizné 30X nizsi nez na zacatku.

Casovy pribéh simulované polohy posledniho elementu je zakreslen na grafu 2.24.
Je patrné, ze kmity se postupné tlumi a ze obsahuji kromé hlavni frekvence téz zachvévy

odpovidajici vyssim médam. Déle bylo vypocteno frekvencéni spektrum, které je uvedeno
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Obr. 2.24: Simulované kmity koncového bodu jednostranné vetknutého nosniku. Obé osy jsou

skdlovany v relativnich jednotkdch.

na grafu 2.25. Vzhledem k tomu, zZe pocateéni poloha elementti byla zvolena nahodné,
je témeér jisté, ze se tim vybudi mnoho moédu kmitani. Poc¢atecéni tvar je urc¢en superpozici
vlastnich tvari, kterych by bylo zapotfebi mnoho, aby jejich soucet byl roven nahodné
vygenerovanému tvaru. Tato domnénka se potvrdila a ve frekvenénim spektru je fada
maxim, které odpovidaji vlastnim frekvencim vypoctenym analyticky. Tyto frekvence,
¢i spise jejich vzajemné poméry, byly jiz vypocteny diive, ale v nésledujici tabulce jsou
pro prehlednost uvedeny jesté jednou pro prvnich pét méda kmitani:
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mod a a? f/fo
1 1,8751 3,5160 1,0000
2 4,6941 | 22,0345 | 6,2669
3 7,8548 | 61,6972 | 17,5475
4 10,9955 | 120,9019 | 34,3861
5 | 14,1372 | 199,8595 | 56,8426

Ve spektru se skuteéné objevila maxima odpovidajici analytickému vypoctu na zakladé
Euler—Bernoulliho teorie. Drobné odchylky jsou nejspise zptisobeny tim, ze model se skla-
dal z pouhych dvaceti elementii. S nartstajicim radem kmitdni se zmensuje vinova délka
a vzdalenosti mezi elementy jsou prilis velké na to, aby byl vypocteny tvar dostatecné

presny.

Pres zminovanou nedokonalost je potésitelné, ze takto jednoduchy model, ktery byl
naprogramovan doslova na nékolik méalo radkt kédu, dokaze simulovat nejen staticky

ohyb nosniku, ale také jeho dynamické chovani véetné tlumeni. Popsany algoritmus se stal

amplituda

40 50 60 70

frekvence

Obr. 2.25: Frekvencni spektrum v semilogaritmické skdle vypoctené z casové zdwvislosti polohy

posledniho elementu. Cervené jsou vyznaceny frekvence vypoctené analyticky.

zékladem pro dalsi, komplikovanéjsi model, ktery simuluje trojrozmérné pruzné prostredi

s moznosti nadefinovat urcité typy defektti v materidlu.

2.5 Tlumeni kmitua

Rada vézanych oscilatortt popsana v predchozi kapitole umoziiovala modelovat dalsf di-

lezitou vlastnost, a to tlumeni.
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Tlumeni kmiti je jev, ktery je nevyhnutelny pro kazdy redlny oscilator bez vynucu-
jicich vnéjsich podnéta. Vzdy plati, ze amplituda kmiti postupné klesa, a zdznam kmi-
tani lze zpracovavat pouze tehdy, dokud iroven signalu neklesne pod méritelnou troven.
V nedestruktivnim testovani je castym tkolem nalézt co nejpresnéji rezonancni frekvenci,
pricemz k dispozici je digitalizovany zaznam kmitii a pomoci diskrétni Fourierovy trans-
formace se zjistuje frekvencéni spektrum. Presnost méreni frekvence velmi tizce souvisi
s tlumenim kmitl, protoze diskrétni Fourierova transformace pracuje s krokem, ktery
je roven prevracené hodnoté délky zaznamu. Plati tedy, Ze nejistota urceni rezonancni
frekvence nemuze byt lepsi nez 1/T, kde T je doba zdznamu. Zaroven plati, ze doba

zaznamu je tim delsi, ¢im méné jsou kmity tlumeny.

Dalsi jev, ktery provazi tlumené kmity, je pritomnost jinych frekvenci, nez by odpo-
vidalo kmitim netlumenym. Na obrazku 2.26 jsou zakresleny zaznamy kmiti s rtiznou
mirou tlumeni a jejich odpovidajici frekvencéni spektrum. Pii tvorbé grafii byla pouzita
rovnice pro vychylku tlumeného oscilatoru:

y(t) = e cos(wt)

Na grafech je patrné, ze vétsi tlumeni zpisobuje rozsiteni piku. Energie kmitt se roz-
ptyli i do okolnich frekvenci, takze hlavni maximum se snizi a ve spektru se obtizné hleda.
Soucasné narusta i mira nejistoty v urceni frekvence. Frekvenéni maximum casto nelze
dostatecné dobte lokalizovat a navic jsou ovlivnény i okolni frekvence, ve kterych miize

byt pripadné dalsi maximum zcela skryto.

Na grafech 2.26 je situace zjednodusend, protoze pti redlném méteni je v signalu navic
pritomen Sum. Tlumeni méa za nésledek to, Ze jen omezeny pocet kmitl lze vyhodnotit,
protoze se zmensujici se amplitudou se kmity postupné ztraceji v sumu. Jak jiz bylo vy-
svétleno vyse, zkraceni doby zaznamu vede k horsimu rozliseni frekvence. Pokud bychom
dodatecné uvazovali pritomnost Sumu, pak na grafech 2.26 by se navic zkracoval zaznam
signalu a spolu s tim se zvétsovaly rozestupy bodu, ve kterych lze frekvenc¢ni slozku vy-
hodnotit.

Je zjevné, ze pokud by se podarilo tlumeni kmiti snizit, zlepsi se presnost méteni.
Pokud uvazujeme, Ze chovani lze demonstrovat na obycCejném tlumeném harmonickém
oscilatoru, pak plati, Ze brzdna sila je imérna rychlosti pohybu. Koeficient timérnosti lze

vsak ovlivnit jen obtizné.

Jednou z moznosti, jak snizit tlumici silu, je snizit rychlost pohybu pridanim dalsi

hmotnosti. Tlumici sila by se nepochybné snizila a také by se zlepsila absolutni chyba
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Obr. 2.26: Na grafech jsou vyneseny tlumené kmity a jejich frekvencni spektrum vypocitané
pomoci FFT. Je zjevné, Ze s narustajicim tlumenim se zvétsuje sirka odpovidajictho piku a sniZuje

se jeho mazximum.

meéteni frekvence. Avsak méjme na paméti, ze v nedestruktivnim testovanim je snahou
vypocitat materidlové vlastnosti z rezonancni frekvence a rozhodujici faktor je zde re-
lativni chyba. Vhodnéjsi parametr pro posouzeni bude tzv. kvalita oscilatoru (Q), kterd

je definovana

energie oscilatoru

=27
@ energie ztracena béhem jedné periody
Ztratou energie mame na mysli nejcastéji jeji preménu na teplo. Kvalita oscilatoru
je bezrozmeérna veli¢ina a méa rozhodujici vliv na relativni presnost urceni frekvence. Lze
ji vyjadrit téz jako pocet kmiti, po kterém dojde k poklesu amplitudy na 1/e ptvodni

urovné. Piimo z definice tedy plyne, Ze zvySeni hmotnosti a snizeni rezonanc¢ni frekvence
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povede k lepsi presnosti.

Pri nedestruktivnim testovani betonovych vzorkt akustickymi metodami je tlumeni
kmita velka komplikace, kterd zhorsuje rozlisovaci schopnost celé metody. Presto potiebu-
jeme ziskand data zpracovat matematickymi metodami, které jsou zalozené na spravném
fyzikdlnim modelu a jejich vysledky jsou ovérené experimentalné. V predchézejicich kapi-
tolach jsme se zabyvali pripadem velmi tenké tyce a vysledky souhlasily s experimentem.

S touto predstavou si vSak nevystacime, pokud mame zkoumat betonovy vzorek tvaru
kvadru, ktery rozhodné neptripomina tenkou ty¢. Pro ovéreni vsech dalsich vypoc¢tl proto
budeme pouzivat tramce z hlinikové slitiny, které budou mit stejnou geometrii jako beto-
nové vzorky. Bude se tedy jednat o idealizovany material, ktery je homogenni a mé nizky
utlum kmitani. Mizeme na ném podrobné studovat vliv rozmért na rezonancni frekvenci

a zaroven testovat spravnost vypocetnich metod.

Srovnévaci fotografie, na kterych jsou betonové i hlinikové vzorky, jsou na obrazku 2.27.
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Obr. 2.27: Spolu s betonovymi zkusebnimi vzorky byly pouziviny téz jejich rozmeérové kopie vyro-
bené z hlinikové slitiny, kterd vykazuje vijrazné mensi utlum kmitdni, méreni je presnejsi a lze lépe
overit spravnost teoretickiyjch vypocti. Na fotografiich jsou dvé velikosti tramci: 40X 40X 160 mm

a jejich vétsi varianta 100x 100x 400 mm.
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2.6 Torzni kmity

Za torzni kmitani povazujeme stav, kdy se vsechny body télesa periodicky pohybuji se stej-
nou fazi po c¢asti kruznice, jejimz sttedem obvykle prochézi podélna osa télesa. V apro-
ximaci malych kmitth mtzeme ¢ast kruznice povazovat za tsecku tim, ze zanedbame za-
kiiveni. Pohyb bodia bude v takovém pripadé pouze linearni a takovy pripad spada mezi

bézné 1ilohy fesené pomoci modalni analyzy.

Material je pti torznich kmitech namahan vyhradné ve smyku. Pro rychlost Sitfeni

torznich vin plati vztah

G
v=4]/—
0

pricemz jej lze prepsat tak, aby obsahoval Youngtv modul E a Poissontiv pomér v:

E

TV 21—

Pro torzné kmitajici ty¢ plati stejnd tvaha jako v predeslém pripadé podélnych kmitt.
Délka tyce | musi byt ndsobkem poloviny vlnové délky, tj. [ = n\/2. Frekvence kmi-
tani je imeérna rychlosti Sifeni, a tak je zfejmé, ze pomér frekvence torznich kmitu vici

frekvenci podélnych kmitti je konstantni, srovnavame-li mody téhoz radu. Plati

Jo v 291V v)(1—2v)
f v,  [_EBGw 1—1/

o(14+v)(1— 2V)

Zmamena to, ze namérime-li frekvenci torznich kmitt i podélnych kmiti u téze tyce, pak
lze z jejich poméru f;/ f; vypocitat obé hlavni materidlové konstanty, at uz je vyjadiime
libovolnou kombinaci £, G nebo F, v, ptipadné G, v. Zpoc¢atku mize byt obtizné rozlisit

ve spektru spravné mody.

Bohuzel, tento zpiisob zjistovani Poissonovy konstanty je prakticky obtizné provedi-
telny. Jak vidime na grafu 2.6, pomér frekvenci torznich kmiti vici podélnym se takrka
neméni v oblasti kolem nulové derivace, ktera odpovida hodnoté v = 0,137. Tato hod-
nota spada napriklad do rozmezi pro Poissonovu konstantu betonu 0,1 az 0,2. Plati tedy,

ze frekvenc¢ni analyzou lze Poissonovu konstantu zjistit, ale jen velmi nepfesné.

Krom toho, pomér frekvenci f;/ f; je v zavislosti na Poissonové poméru nejprve rostouci
a pak klesajici. Neexistuje tedy jednozna¢nd inverzni funkce na intervalu v € (0;0,243),

coz dale komplikuje stanoveni Poissonovy konstanty.
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0.6 ! ! ! ! ! ! ' '
. . . . . . (1+v)(1—2v)
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Obr. 2.28: Na grafu je vykreslen pomeér rychlosti sirend torznich vin vici rychlosti podélnich vin.
Stejny pomeér plati i pro prislusné frekvence. Je zjevné, Ze vipocet Poissonova poméru ze znalosti

pomery frekvenci muze bijt zatiZen velkou chybou mérent.
2.6.1 Torzni kmity tyce ctyrhranného pruirezu

Veskeré vyse zminéné tvahy tykajici se torznich kmitt plati pouze pro ty¢ kruhového
prufezu, coz je specialni pripad, pri kterém lze uplatnit mnohé podobnosti s kmity podél-
nymi. Pokud vSak ty¢ nemd kruhovy prutez[29], je potfeba vzit v tivahu plosny moment
setrvacnosti® I, a torzn{ tuhost J'. Obé veli¢iny se objevi v diferencidlni rovnici pro torzni

vinu:
0% ol 0%

orz G J o
ve které vystupuje tihel otoceni ¢ daného elementu tyce, déle jeji (objemové) hustota o

a jiz zminovany plosny moment setrvacnosti /,, definovany jako

I, = /erS
S

kde r je vzdalenost plosky dS od osy otac¢eni. Jeho jednotka je m?*

a po vynasobeni

hustotou o predstavuje moment setrvacnosti délkového elementu tyce. Dale je v rovnici

3Existuje nékolik veli¢in, které se ve struc¢nosti pojmenovavaji moment setrvacnosti. Jeden z vyznamii
je mira setrvacnosti pri rotaci télesa. Tu lze vypocitat z poldrniho momentu setrvacnosti vynasobenim
hustotou a délkou. Déle existuje plosng moment setrvacnosti, ktery vystihuje odolnost profilu/tyce proti
ohybu. Zde nyni zavadime dalsi veli¢inu J’ predstavujici torzni tuhost. Je tfeba byt opatrny v chdpani

vyznamu.
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veli¢ina J’, kterd ma opét jednotku m* a piedstavuje torzni tuhost definovanou tak, ze ty¢
o délce [ a modulu pruznosti ve smyku G se pii pusobeni kroutictho momentu M stoci o
uhel ¢, pricemz plati
MI
LTTE
Lze dokazat, ze pro ty¢ kruhového pritezu plati

I 7TR2/2

P _

J wR2/2

=1

a oba ¢leny I, i J' vymizi z vlnové rovnice a pro rychlost sifeni torznich kmitt ziskame
klasicky vztah
G

v=4]—
Y

ktery ovsem selhava pro profily nekruhovych prurezi. Zde se pro stru¢nost budeme zaby-
vat pouze ¢tvercovym ¢i obecné obdélnikovym prirezem, protoze takovy tvar odpovida
nejcastéji pouzivanym betonovym vzorkim. Poldrni moment setrvacnosti [, mizeme zis-
kat primou integraci. Pro obdélnikovy profil a ¢tvercovy profil rotujici kolem stredové osy
dostaneme vysledek

at +v* at

12 6

kde a a b jsou strany obdélnika, pripadné a predstavuje stranu ¢tverce.

Vyrazné slozitéjsi je vztah pro torzni tuhost J', ktery lze pro obdélnikovy prutez zapsat

pouze pomoci nekoneéné rady. Plati

SRS
k;2l2 k2b2+l2a2)

keN leN

Tato rada obsahuje dvoji vnorenou sumu pres vsechna lichd prirozena c¢isla. Snadno lze
naprogramovat skript, ktery numericky najde jeji vysledek. Pti vypoctu byly strany a a b
rovny jedné, abychom ziskali pffmo nésobici faktor pro ¢tverec. Rada rychle konverguje,

takze priblizné za sekundu, po rfadové nékolika milidnech iteraci, ziskdme vysledek
J' = 0,14057701485 a*
s presnosti na 11 platnych mist, coz je mnohem vice, nez kdy miizeme potiebovat.

Jestlize tato zjisténi dosadime do vlnové rovnice pro torzni kmity, pak pro ¢tvercovy

profil vychazi

EEN

Po o P
0x2 G 0,141 a4 Ot2
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U vSech vlnovych rovnic tohoto tvaru mizeme vyjadrit i rychlost siteni viny

1414 [0,843462 /
o 0,141 a* aG O836G_0918402

V tupravé byly tmyslné uvedeny numerické faktory, ze kterych vyplyva:

e Rychlost sifeni torzni viny u tyce ¢tvercového prurezu dosahuje asi 92% rychlosti
torznich vin u kruhového priifezu. V tomto poméru lze ocekévat i rezonanéni frek-

vence.

e Pokud vypocitame modul pruznosti ve smyku z frekvence torznich kmiti, mizeme
pouzit vSechny vztahy pro kruhovy profil, ale vysledek vyjde asi o 84% nizsi a je po-

treba jej opravit.

2.6.2 Experimentalni ovéreni

Vyse uvedenou teorii muzeme ovérit i experimentalné, ale soustredime se pouze na ctver-
covy profil. U kruhového profilu by bylo velmi obtizné vybudit torzni kmity a i kdyby
vznikly, byl by problém je zachytit mikrofonem.

Testy byly provedeny pouzitim kvadrového bloku o rozmérech 100x100x400 mm z hli-
nikové slitiny. Jeji pfesné oznaceni je 6082 a detailni popis mechanickych vlastnosti lze

nalézt v tabulkéch.

Rozméry byly zvoleny tak, aby odpovidaly rozmérim betonovych vzorki. Hlintkova
slitina vSsak ma vyrazné nizsi tlumeni kmit, a proto bude méreni frekvence presnéjsi

a lépe tak oveérime spravnost predpokladii.
Hmotnost bloku byla zjisténd pomoci vah a ¢ini m=10,852kg. Z rozmérti a hmotnosti

lze vyjadrit hustotu slitiny:

m
_ 2713k
Vo a2 gm™

coZ odpovida tabulkové hodnoté 2700 kg m ™3

Pomoci programu napsaného s cilem vyhledavat nejvyraznéjsi frekvencni maxima,
a jehoz princip byl popsan v predchazejicich kapitolach, byly naméreny tyto frekvence

torznich kmitu:
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fn(Hz) | ¢; (ms™1)
3548.9 2839,1
70965 | 28386
10638,4 | 2836,9
14169,5 2833.9

S lwino| =S

Pii méteni bylo mozno nalézt zédkladni frekvenci a dalsi ti vyssi harmonické. V tabulce
jsou uvedeny jejich frekvence a také prepocet na rychlost sifeni na zakladé znalosti délky
vzorku [ = 0,4 m. Je vidét, Ze torzni kmity nevykazuji témér zadnou disperzi a vSechny
mody maji témér stejnou rychlost siteni. Presto lze vypozorovat mirné klesajici tendenci,
a tak pro vypocet pouzijeme frekvenci zakladniho médu a v takovém pripadé ziskame

tento vysledek pro modul pruznosti ve smyku:

o AfPmI
0.843462 a2
Pri vypoctu jsme pouzili faktor pro ¢tvercovy profil. Vypoctend hodnota velmi dobre

= 25,93 GPa

souhlasi s tabulkami, které pro pouzitou slitinu hlintku uvadéji hodnotu 26 GPa.

2.7 Podélné kmity tyce ¢tvercového prirezu

Pokusme se nyni u téhoz hlinikového vzorku vypocitat modul pruznosti v tahu z frekvence
jeho podélnych kmiti. Pripomenme, ze v jedné z prvnich kapitol jsme pouzili tenkou ty¢

a pro rychlost podélnych vin platilo

E
C = —
0
pricemz ty¢ povazujeme za velmi tenkou tehdy, jsou-li jeji pri¢né rozméry vyrazné mensi
nez je vinova délka podélnych vin. Tento predpoklad vsak neni splnén u naseho vzorku o
rozmérech 100x100x400 mm ani pro zakladni mod, jehoz délka viny by ¢inila dvojnéso-
bek délky vzorku. V takovém pripadé by pomér pricného rozméru viuci vinové délce byl
0,1:0,8 = 0,125, coz neni zanedbatelné. Proto vySe uvedeny vztah selhava a je nutné vzit

v uvahu i tvar priarezu.

Analyticky vypocet podélnych kmiti obdélnikového prirezu je podrobné rozebran
v ¢lanku [7], ktery vysel v roce 1950 a obsahuje kromé odvozeni zdkladnich rovnic téz
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matematicka voditka pro jejich TeSeni, kterda méla velkou dtilezitost v dobé bez moznosti

pouziti vypocetni techniky.

Je nutno konstatovat, ze analytické feseni pro rychlost podélnych kmitia existuje pouze
pro nekonecné dlouhou tyc¢. Pfi podélném kmitani realného vzorku se na jeho okrajich
sttida vybouleni a prolédklina, coz pozdéji dokdzeme pomoci modalni analyzy. Pro tento
jev analytické Teseni neexistuje, takze byl zanedban.

Pro strucnost uvedeme jen vyslednou rovnici, ktera plati pro nekonecéné dlouhou

c¢tyrhrannou tyc. Po fadé substituci lze ukazat, ze je nutné vyresit nasledujici transcen-

tgmy/ X2 — 92 AP — Y ex® — ¢ (2.15)
tBryed 0t (207 =37 |

Ve které proménnd e zavisi pouze na Poissonové poméru a lze ji vyjadiit pomoci vztahu

dentni rovnici:

1-2v
€= — 2.16
2(1—v) (2.16)
Ukolem nésledného vipocétu bude najit pravé tuto proménnou e a z ni vypocitat Poissontv
pomér v. Vzhledem k tomu, ze modul pruznosti G jiz zname uzitim torznich kmit, bude
uloha kompletné vyTesena a bude mozné zjistit libovolnou dvojici hlavnich materidlovych

konstant.

Déle je nutné popsat proménné y a 1. Plati

c X
cs S
pricemz ¢, je definovana jako
G
Cs =4[ —
0

Jedna se o fiktivni rychlost siteni smykovych vin v daném materidlu. Tuto rychlost a jeji
odpovidajici frekvenci ve spektru naseho vzorku nenajdeme, protoze by musel byt ne-
kone¢ny anebo mit kruhovy prifez. Ve vzorku ¢tvercového prifezu se namisto toho Siri
torzni vlna rychlosti, ktera je asi o 92% nizsi nez ¢,. Rychlost ¢ najdeme pomoci mé-
feni a jedna se o skutecnou rychlost podélnych vin. Rychlost Sifeni je imérné rezonancni
frekvenci, a tak pomér = vypocteme takto:
c
— = i 0,918402

Je

Cs
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Proménnd s se vypo&ita ze vztahu®

2a
S =

7 =
Postup vypoctu bude takovy, Ze nejprve u vzorku zméfime pomér rychlosti -=. Déle sta-

novime proménnou s, kterd je soucasné rovna proménné . V nasem pripadé plati
s =1 =0,125

Nésledné je potfeba k proménné v najit odpovidajici x, coz znamend vytesit transcen-
dentni rovnici 2.15. Do rovnice vstupuje Poissonova konstanta v prostrednictvim pro-
ménné €. Numerickymi metodami je nutno se dopracovat k takové Poissonové konstanté,

aby platilo

Na vzorku ze slitiny hliniku byly naméteny tyto frekvence podélnych kmitt:

fn(Hz) | ¢ (ms™)
6514.,5 5131,6
12770,5 5108,2
18348,3 | 4892,9

WIiIN|[ |3

V tabulce jsou uvedeny tii mody kmitani, které bylo mozné u vzorku namérit a z frek-
vence kazdého z nich byla téz vypoctena rychlost Siteni. Je zjevné, Ze podélné kmity
vykazuji znacnou disperzi a rychlost siteni zavisi na vinové délce. Jednotlivé médy nemaji

celociselny pomér frekvenci.
Soustfedime-li se na zakladni m6d kmitani, pak pomér rychlosti = je roven
S

c 6514,5
~ = 210,918402 =
s fi 3548,9

0,918402 = 1,68585

Po nékolika iteracich, pti kterych byla opakované vyresena rovnice 2.15, byla nalezena

tato kombinace ¢ a :

Y = 0,2107
b o= 0,1250

4V popsaném postupu se jevi jako zbytecné zavadét novou proménnou s, kdyz je stejnd jako pro-
ménnd . Obecné se vSak rovnat nemuseji a jejich rozlisSovani mize mit vyznam pro jiné prafezy profilt.
Podrobnosti jsou popsany v [7].
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jejichz pomér x /¢ je roven poméru rychlosti ¢/cs. K tomuto vysledku vedlo nastaveni
Poissonova poméru na hodnotu v = 0,3034. Nasledujici graf 2.29 predstavuje pro ilustraci

odpovidajici zavislost x na :

0.0 I I I I I
0.0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 21

(8

Obr. 2.29: Na grafu jsou vyneseny takové kombinace promennych x a i, které vyhovuji transcen-
dentni rovnici 2.15. KazZdy z vynesenych bodi byl ziskdn numerickou metodou. Graf plati pro

Poissontiv pomér v=0,303, coz je hodnota nalezend pro hlinikovou slitinu.

Nyni lze snadno dopocitat, ze Youngtiv modul pruznosti v tahu u testované hlinikové
slitiny je
E=2G(vr+1)=67,63GPa
Vypoétena hodnota je o témdéf o 5% nizsi, nez v tabulkidch uddvany tdaj 71 GPa, coz
je dano tim, ze Poissoniiv pomér byl nalezen nizsi, nez odpovida tabulkové hodnoté v =
0,33. Tento nesoulad souvisi s tim, ze teorie plati jen pro nekonec¢né dlouhou ¢tyrhrannou

tyc.

Vypoctené hodnoty nelze povazovat za tspéch zejména v porovnani s chybou, které

bychom se dopustili pfi pouzit{ vyrazné jednodussiho vztahu ¢ = E/p, ktery vede k
4fiml
= Ul _ 73 69 Gpa
a

coz je o neceld 4% vice, nez udavaji tabulky.

2.8 Modalni analyza kvadrového vzorku

Vsechny predchozi vypocty a modely byly odvozeny na zakladé riznych aproximaci, které

vedly ke zjednoduseni modelu na tkor site jeho pouzitelnosti. Jednalo se naptiklad o pred-
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stavu velmi tenké tyce, kdy jeji sitka je zanedbatelnd vzhledem k vinové délce. V jiném
pripadé jsme uvazovali, ze Poissontiv pomér je nulovy, coz vede na velmi jednoduchy vztah
pro rychlost podélnych vin. V dalsim modelu byla kmitajici ty¢ pripodobnéna ke dvaceti
sprazenym hmotnych bodim. U priénych kmiti jsme casto zanedbévali rotacni pohyb

elementt, u podélnych kmiti zase zménu tloustky tyce.

Tato a mnoha dalsi zanedbani maji za nasledek, ze zadny z model neni pouzitelny pro
predpovéd kmitani kvadrového vzorku. Uspokojivou presnost vypoctu prozatim nemame
ani tehdy, bude-li vzorek homogenni a jeho chovani v souladu se zakladnimi rovnicemi
linearni elasticity. O to horsi budou vysledky pro pripadné modelovani nehomogenit a vad

uvnitt materialu.

Pro ziskani predstavy o tom, co lze ocekavat od vypocti a méreni, pokusme se nyni
nalézt co nejlepsi shodu s experimentem za idedlnich podminek. Pouzijeme kvadr z hli-
nikové slitiny, o kterém byla zminka jiz diive. Jeho rozméry jsou 100x100x400 mm, coz
je stejné jako velikost betonovych vzorkt. Mensi variantu, 40x40x160 mm protentokrat

vynechme, protoze vSechna méfeni budou na velkém vzorku presnéjsi.

Pomoci frekvenéniho analyzatoru bylo naméreno nékolik rezonancnich frekvenci, u kte-
rych se postupné podarilo identifikovat, o jaky méd kmitani se jedné. V nasledujici tabulce

jsou uvedeny namétrené frekvence v Hertzich:

| 2 [ s | 4
piiené | 28182 [ 6215 | 99315 | 13312,6
torzni | 3548,9 | 7096,5 | 10638,4 | 14169,5
podélné | 6514,5 | 12770,5

S nékterymi z téchto hodnot jsme se setkali jiz drive, kdy jsme se zabyvali torznimi
a podélnymi kmity. Pro prehlednost jsou zde uvedeny znovu, tentokrat i s pricnymi kmity.

Pokusme se zpracovat vSechna data soucasné.

Pomoci modélni analyzy budeme hledat takovou dvojici materidlovych konstant, u kte-
rych bude shoda nejlepsi u vSech nameérenych frekvenci. Modalni analyza zahrnuje vsechny
jevy tykajici se linearni elasticity a setrvacnosti hmoty. Zdrojem nepresnosti u tohoto mo-

delu bude predevsim diskretizace a numerické chyby.

Vzorek ve tvaru kvadru byl rozdélen na elementy, dale byla sestavena matice tuhosti
a pomoci fesi¢e LOBPCG, viz [11], bylo nalezeno prvnich dvacet vlastnich tvara a vlast-

nich hodnot. Z nich byly nasledné vypocteny vlastni frekvence. Pocet elementti byl na-
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staven tak, aby dalsi zjemnovani sité nemeélo na vysledky vliv. Ukazalo se, Ze vhodna
velikost je 120x16x16 elementi, coz vede na matici s témér sedmi miliony nenulovymi

prvky. Vsechny tyto tkoly byly feseny pomoci programu SfePy.

Po nékolika iteracich bylo zjisténo, ze nejlepsi shody vypoctu a experimentu se dosahne

u materialovych konstant nastavenych nésledovné:

E
E =75GPa v =0,452 = G=———=258GPa
2(1+v)

Jak je z téchto hodnot zjevné, modul pruznosti ve smyku je ve velmi dobré shodé
s tabulkovou hodnotou 26 GPa. Podobné shody se podarilo dosdhnout i v predchazejicim

rozboru torznich kmitu.

Bohuzel, nelze tici totéz o modulu pruznost v tahu, ktery, spolu s Poissonovym po-
meérem, vychéazi prilis velky. Hodnoty neodpovidaji tabulkovym hodnotdam FE=71GPa
a v=0,33.

Tézko hledat vysvétleni pro tuto neshodu, protoze vypoctené frekvence velmi dobie
souhlasi s realitou. Nasledujici tabulka obsahuje nameérené frekvence a jejich odchylku
od vypocitanych. Frekvence jsou v hertzich a jsou setazené podle velikosti, tj. podle poradi

vlastnich hodnot:

mod modalni analyza ‘ méteni ‘ odchylka (%) ‘
1. pricny 2829,6 2818,2 0,41
1. torzni 35487 3548.9 —0,0044
9. piieny 6244,9 6215 0,48
1. podélny 6503,6 6514,5 —0,17
2. torzni 7096,6 7096,5 0,00073
3. piieny 99755 9931,5 0,44
3. torzni 10642,5 10638,4 0,038
2. podélny 12585,4 12770,5 —14
4. priény 13349,3 13312,6 0,28
4. torzni 14185,4 14169,5 0,11

Nejvétsi odchylku najdeme u druhého podélného médu, a ta ¢ini 1,4 %. Kromé této
nejvetsi anomalie souhlasi zbyvajicich devét hodnot s presnosti lepsi nez pét promile.

Jednoznacné nejlépe vychazeji torzni kmity.
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Na ilustracich 2.30 az 2.32 jsou zobrazeny vypoctené vlastni tvary pro vSechny zkou-
mané mody. Barevna skéla vypovida o vychylce daného elementu z rovnovazné polohy.

Vychylka byla mnohonasobné zvyraznéna pro lepsi predstavu o tvaru zdeformovaného

télesa.

Obr. 2.30: Na obrdzku jsou vlastni tvary prunich ctyr pricngch kmitid. Jejich frekvence nent
mozné uspokojive vypocitat pomoci Fuler-Bernoulliho teorie, protoze ta plati jen pro tenkou tyc.

Moddlni analyza zde dosdhla pro vsechny maody presnosti lepsi neZ pét promile.

Zavérem lze Tici, ze vypocet byl ve vétsiné pripadii velmi presny a nevyjasnéné odchylky
prozatim ponechme stranou. Lze totiz ocekavat, ze u betonovych vzorki vznikne tada

potizi, které povedou k vyrazné vétsim chybam.
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Obr. 2.31: Na tomto obrdzku jsou proni c¢tyri vlastni tvary torznich kmitiu. Frekvence torznich

kmitd vychdzeji velmi presné v poméru 1:2:3:4 a témeér nezdviseji na Poissonové poméru. Proto

jsou torzni kmity vhodnou metodou pro méereni modulu pruznosti ve smyku.

BV i

Obr. 2.832: Viastni tvar prunitho a druhého podélného maodu vypovidd o tom, Ze kromé délkovijch
zmeén dochdzi jeste k pricnému ztenceni c¢i rozsireni. V disledku techto jevi prestdvd platit,

ze pomer frekvenci je jedna ku dvéma. U druhého podélného modu byl vipocet pomoci moddlni

analyzy nejméné presny ze véech maodi. Chyba cinila 1,4%.



Kapitola 3

Dynamika soustavy vazanych

oscilatoru

Jeden z popsanych modelt pro simulaci priénych vin byl zalozen na tadé vazanych osci-
latora. Jednalo se o jednorozmeérnou testovaci verzi s pouhymi dvaceti elementy. Presto
byly nékteré vysledky povzbudivé. Proto byl na tomto zdkladé vytvoren model trojroz-
meérny, ktery navic mize obsahovat komplikované vazby mezi elementy. Zkoumany objekt
tedy rozdélime na konecné mnozstvi elementil, stanovime mezi nimi vzajemné fyzikalni

interakce a budeme sledovat ¢asovy vyvoj.

Lze ocekavat, ze takovy vypocet bude narocny, takze zatimco jednoducha testovaci
verze byla napsana v jazyce Python, dalsi modely jsou jiz napsany v jazyce C, ktery

produkuje rychlejsi kod a je v ném lepsi kontrola vyuziti paméti.

Pro studium vlastnosti je mozné zpocatku predpokladat material slozeny z elementt
o hmotnosti dm, které na sebe navzajem pusobi silou F. Tato sila necht je imérna vychylce
z rovnovazné polohy vzhledem k okolnim bodim. U kazdého elementu (hmotného bodu)
bude znama jeho poloha a rychlost. Z polohy elementu (a polohy okolnich elementii) tedy
vyplyva sila a ze sily a hmotnosti elementu 1ze z druhého Newtonova zakona urcit zrychleni
(a = F/m). Zndme-li zrychleni, pak za ¢as d¢ bude rychlost rovna v = vy + adt. Poloha r
se za Cas dt zméni na r = ry + vdt. Cely cyklus se opakuje a kazdy krok predstavuje

posunuti ¢asu o dt.

62
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3.1 Rozbor sil, podélna a pricna vlna

Obr. 3.1 znazornuje sily a jejich reakce ptisobici na element pfi vychyleni z rovnovaznych

poloh. Rovnovaznou vzdalenost mezi elementy oznacme ly. Predpokladejme souradny sys-

T
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Obr. 3.1: Vzdjemné pusobeni elementu pri vychyleni z rovnovdzngch poloh. V levé cdsti jsou
elementy usporddané v rovnovaznich polohdch, v pravé cdsti jsou elementy vychyleny a pisobi

na sebe silami.

tém usporadany tak, ze osa x smétuje doprava a osa y nahoru. Vysetfeme nyni piisobeni
na element umistény v bodé [0, 0] od elementu nalevo od néj ve vzdalenosti ly. Vzdélenost [

mezi elementy zavisi na x a y podle vztahu
Wz,y) = V(o + ) + ¢ (3.1)

Predpokladejme, ze vychylky jsou natolik malé, Ze 1ze pouzit linedrni priblizeni a stanovit

vzdélenost [ pomoci prvnich parcidlnich derivaci funkce I(z,y).

Ol(z,y) Ol(z,y)
[~ d d 2
0.0+ Z52 0,00 + F 220,00y (32
Rozepiseme parcidlni derivaci I(z,y) podle x.
ol(z,y) 1 5 og\—1 lo+x
O 5 (o +2)" +7) 2 2(l + =) RO (3.3)

Parcidlni derivace [(x,y) podle y je rovna

ol(z,y)
dy

1 _1 Y
=—((lo+z)*+y*) 2y = 3.4
2((0 Fay) P (lo + x)? + y? (34)
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Stanovime-li prvni derivaci pro x = 0 a y = 0, dostavame

8[([L’, y) lO
0,0) = —==1 3.5
00 =~ (3.5)

ol(x,y) 0
0,0) = —==0 3.6
00 = s (3.6)

Ptiblizny vztah pro vzdéalenost mezi elementy je tedy

[~ g+ 1dz + 0dy = Iy + dz (3.7)

Pri linedrnim pfibliZzeni tedy nemd vychyleni ve sméru osy y vliv na celkovou vzdalenost

mezi elementy:.

Modul pruznosti ve smyku lze priblizit tim, Ze sila ptisobici na zminény element ptisobi

proti sméru vychylky a je pfimo imérna rozdilu y-ovych soutradnic.

Byl napsan program vyuzivajici zminéné principy aplikované na trojrozmérny piipad.
Pomoci né¢j je mozné sledovat znamé vinové jevy jako pricné vinéni, podélné vinéni, inter-
ference, odraz vlnéni aj. Program byl napsan v jazyce C a bézel na pocitaci s procesorem
Intel Core i7 o frekvenci 3,2 GHz pod opera¢nim systémem LINUX. Jedna iterace pii jed-

nom milionu prvka trvala cca 200 milisekund. Lze tedy ocekavat, ze rychlost vypoctu

vvvvvv

3.2 Tlumeni podélnych vin

Jednoduchy model, ktery popisuje tlumeni podélnych vin je zalozen na predpokladu,
ze odporova sila plisobici na dany element je imérna vzajemné rychlosti mezi myslenym

elementem a okolnimi elementy v podélném sméru.

v(z — Ax) v(z)  v(x+ Az)

F(z) = v(z — Az) — 2v(z) + v(x + Ax)

Obr. 8.2: Tlumend podélné viny — situace v jednorozmérném pripadé
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Vychazejme z obrazku 3.2. Silu, kterou na element o soutadnici x pusobi sousedni
element nalevo, oznacme Fi, silu od elementu napravo ozna¢me F,. Celkova sila je tedy

souctem obou sil.

F=F+F~@wz—Az)—v(x))+ (v(ir+ Az) —v(z)) = (3.8)

=v(zr — Az) — 2v(z) + v(x + Ax) (3.9)

Odporova sila je tedy tmérna druhé parcialni derivaci rychlosti podle souradnice. Kon-

stantu imérnosti oznac¢me . Pak plati

82111'

B =%

Druhou derivaci funkce f(z) muzeme psat

) = Ahxlllo flz —Azx) — 225;) + f(z + Ax)

Pricemz Ax v tomto pripadé predstavuje vzdalenost mezi elementy. Pfi numerickém vy-

poctu lze konstantu
g

Az?

spocitat pouze jednou, ¢imz se usetii strojovy cas.

3.3 Tlumeni pricnych vin

Predpoklada se, ze k disipaci energie v systému dochézi na zakladé rozdilnych rychlosti
jednotlivych elementi, a sila zpiisobujici tlumeni je imérna rozdilu rychlosti. U troj-
rozmérného pripadu pusobi na kazdy prvek sSest jeho nejblizsich sousedu, pricemz dva
zpusobuji Sifeni a tlumeni podélné viny, zbyvajici ¢tyri ovliviiuji vinéni pricné. Situace
je naznacena na obr. 3.3. Pro silu plisobici ve sméru osy z na element o souradnicich

(x,y, z) bude platit

F.z,y,2) = [v.(z—Az,y,2)—v(z,y,2)]+
[v,(z + Az, y, 2) —v.(x,y, 2)] +
[v:(2,y — Ay, 2) = va(z,y,2)] +
[v:(2,y + Ay, 2) — va(2,y,2)] =
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Obr. 3.3: Tlumeni pricné viny — predpoklidd se, Ze se vina $iri ve sméru osy x nebo y (situace
jsou zde rovnocenné)
= Uz(x - A]}, Y, Z) +Uz(x+Ax> Y, Z) +Uz(x> y— Aya Z) +Uz<x> y+Ay) —4UZ(LE, Y, Z) (310)

Vyse uvedeny vztah (3.10) lze pfimo pouzit v simula¢nim vypoctu. V analytickém zépisu

je vSak vhodnéjsi vyuzit diferencidlnich operdtori. Vztah (3.10) lze pfepsat na tvar

v(x — Az, y, 2) — 2u.(x,y, 2) + v, (z + Az, y, 2) N

Fz(xay7z) ~ Ax2
L vy - Aye) - 2vz(§y»2y’ ) +o(ry+ Ay, 2) (3.11)

pricemz se pouze zméni konstanta imérnosti. Vztah (3.11) 1ze zjednodusit za predpokladu,
ze Ax = Ay, obecné vzato Az, = Ax; pro kazdé i # j. Znamend to tedy, Ze soustava
elementt musi predstavovat ekvidistantni kartézskou sif. Tento pozadavek je pri simulaci
snadné splnit, vzdalenosti mezi elementy budou stejné pro vSechny souradné osy. Tuto

vzdalenost oznacme h. Déle zavedme konstantu tmérnosti ¢ tak, aby platilo

4
F.(z,y,2) = = [v.(x — h,y,2) + v.(x + h,y, 2)+
tu.(x,y — hy2) +v.(z,y + h, 2) — dv,.(x,y, 2)] (3.12)
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Podobné jako u tlumeni podélnych vin je i zde pro urychleni vypoctu vyhodné dopredu
spocitat konstantu

)
h?
Provedeme-li limitni prechod h — 0, Ize silu tlumici pricné vinéni psat ve tvaru

0%v, N 0%v,
0x? oy?

v, v, 0O%v, 0%v, N 920, %,
- - - g 1
g [( 92 y? T ) 022 } g (j:l dx; 022 ) (3.13)

Predpokladdme-li (pro jednoduchost) homogenni izotropni prostedni, kde konstanta imér-

F.(z,y,z) =0 (

nosti ¢ je ve vSech mistech stejna a nezavisi ani na sméru siteni pri¢né viny, lze predchozi

vztah zobecnit na soustavu NN rovnic pro N dimenzi daného systému.

N
Pv; 0y 9 d%v;

(2

3.4 Podélna a pricna vina vcéetné tlumeni

7 predchozich tuvah vyplynulo, Ze na kazdy element budou ptisobit obecné ¢tyti sily.

Oznacme je Fy az Fy:

1. Fy: Pri¢inou vzniku této sily je existence modulu pruznosti v tahu. Tato sila zpliso-

buje siteni podélné viny.

2. Fy: Tato sila ma ptivod v modulu pruznosti ve smyku. Diky ni se v materidlu siti
priéna vina.

3. Fj: Tato sila zptisobuje tlumeni podélné viny.

4. Fy: Spolu se silou Fj se tato sila podili na disipaci energie ze systému. Sila Fy ma

za nasledek tlumeni pricné viny.

Pro element o hmotnosti m vyplyva z druhého Newtonova zakona

0 (5

=F +F+Fs+ F
ot 1+ o+ I's+ by

m
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tedy

81)1' 82’f’i l 82ri 82r,~ 82%‘ il 82% 82%
"o o ( a2 a_> o ( a2 axz> (319

J 7 J 7
Coz lze prepsat na tvar

8% 827‘7; 2 827’2' 82% 2 5’2%

(2 K3

Numerické feseni této soustavy parcialnich diferencialnich rovnic je hlavnim tkolem si-

mulac¢niho programu.

3.5 Odhad pamétovych naroku

P1i simulaci siteni akustickych vin pomoci vysSe popsané metody je potfeba, aby vypo-
cetni program znal vsSechny parametry u vSech elementii. Pocet elementii by mél byt
co nejveétsi k dosazeni co nejlepsi presnosti a rozliseni. Celkovy pocet elementt je vsak
limitovan mnozstvim fyzické paméti pocitace. Pamétové naroky je potieba odhadnout

pred vypoctem.

Predpokladejme, ze je k dispozici pocita¢ se 3GB (volné) paméti. Do této paméti
je nutno ulozit polohu a rychlost vsech elementi. Tyto dva parametry (poloha a rychlost)
jsou nutné pro provedeni jednoduché simulace popsané vyse. Komplikovanéjsi vypocty
Poloha a rychlost jsou vektorové veli¢iny, takze u trojrozmérného problému bude treba

ulozit Sest hodnot pro kazdy element.

Tyto slozky jsou hodnoty s plovouci desetinnou ¢arkou, coz je 64-bitovy datovy typ,
tudiz pro ulozeni celé Sestice je potieba 48 byti. Tento idaj zalezi na architektute a im-
plementaci, ale pro predbézné odhady z néj lze vychazet. Lze tedy ocekavat, ze celkovy
pocet elementi v paméti mize byt 62,5 milionu. To priblizné odpovida krychli o strané
400 elementt (zaokrouhlené). U akustickych ultrazvukovych kmitt je nutno ocekavat frek-
vence dosahujicich trovni az 500 kHz. Postupnou rychlost vilnéni mtizeme u pevnych latek
odhadnout na 4000ms~!. Vlnova délka je v tomto pfipadé rovna 8 mm. Tvar viny lze
povazovat za dobfe popsany v pripadé, ze vzdalenost mezi elementy odpovidéd jedné dese-
tiné vlnové délky, coz v nasem piipadé predstavuje 0,8 mm. Ctyfi sta element odpovida
linearni vzdalenosti 320 mm. Zkoumany vzorek samoziejmé nemusi byt krychle, ale z od-

hadt vyplyva, ze celkovy objem je priblizné nejvyse 32litrt pii dostupné paméti 3 GB.
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Situace je vsak jesté zkomplikovana tim, Ze nelze postupné vypocitavat zmény rychlosti
a polohy cyklicky pro kazdy element zvlast, protoze simulovany cas musi byt stejny pro
vSechny elementy. Simulaci je nutno provést tak, ze z jednoho stavu soustavy vyplyne
stav novy a v prubéhu vypoctu se nesmi ptivodni stav zménit. Souc¢asné je potieba novy
stav ukladat do paméti, takze nezbyva, nez mit v paméti ulozeny stavy dva. Pamétové
naroky timto faktem dvojnasobné vzrustaji, a tak pri 3 GB volné paméti lze zpracovavat

data odpovidajici redlnému vzorku o objemu cca 16 litri.

3.6 Vizualizace vysledkii

V souvislosti s numerickou simulaci je nutné vzit v tivahu i vizualizaci vysledkii. Zkoumany
objekt mtze byt popsan az jednim milionem element a obvykle se provadéji radove tisice
iteraci. Jelikoz se mnozstvi vygenerovanych dat vymyka lidské predstavivosti, je i zobra-

zeni vysledkl velmi komplikované.

Jednim ze zptisobil, pomoci kterého lze prevést vypocitand data do nazorné podoby,
je zobrazeni trojrozmérné scenérie tak, aby byla zretelna poloha jednotlivych elementii.
V tomto sméru se velmi dobte osvédcil program POVRAY, ktery je urcen k vyrenderovani
scény pomoci sledovani svételného paprsku. Tato metoda se oznacuje téz jako raytracing
a umoznuje vykreslit situaci, ktera je nadefinovana pomoci svételnych zdroji, pozice po-
zorovatele a rozmisténim a optickymi vlastnostmi objektii. Existuje mnoho programi,
které tuto technologii obsahuji, ale vyjimec¢nost programu POVRAY spociva v tom, zZe se
nejednd o klasicky kreslici software. Scenérii zde uzivatel nevytvaii interaktivné pomoci
mysi. Misto toho se informace zpracovavaji ze zdrojového kodu, ktery je psan specializo-

vanym popisnym jazykem pro definici scény.

Tato filozofie je velmi vyhodna pro automatizované zpracovani vysledki, protoze vy-
pocetni program miize primo generovat zdrojovy kdd, ve kterém jsou popsany souradnice

element a program POVRAY z néj vytvori trojrozmérny pohled.

Uvedenym postupem byla vytvorena vizualizace postupu podélné viny. Jeden ze snimk
je na obrazku 3.5. VInéni bylo zptisobeno vychylenim krajniho elementu z rovnovazné
polohy v podélném smeéru. V materialu se tento typ vinéni Sifi diky existenci modulu
pruznosti v tahu. Na obrazku je patrné, ze vzajemné vzdalenosti mezi elementy nejsou

stejné.

Obréazek 3.4 predstavuje jeden z okamziki béhem siteni pri¢né viny. V ¢ase t = 0 byl
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jeden z krajnich elementii vychylen z rovnovazné polohy v pricném sméru, coz vyvolalo
priéné vinéni. Rovina kmitani je v tomto ptripadé pro nazornost kolma na smér pohledu
pozorovatele. Vhodnou pocateéni podminkou by bylo mozné vyvolat vlnu i v jiné roviné.
Kdybychom vyvolali vice souc¢asnych vinéni v riznych rovinach, coz z principu superpozice
je proveditelné, ziskame elipticky polarizovanou vlnu nebo jeji specialni pripad — kruhoveé
polarizovanou vinu. Tyto viny by vsak z bo¢niho pohledu vypadaly zcela stejné, jako prave
na obrazku 3.4. Pouhym pohledem na obréazek 3.4, ba dokonce ani na celou animaci, nelze
rozhodnout, zda se jedna o pricné vinéni nebo kruhové ¢i elipticky polarizovanou vinu.
Vzdy vidime pouze prumét do pozorovaci roviny. Zobrazeni z rtznych thli pohledu ma

proto dilezity vyznam.

Na obrazku 3.6 je zachycen dvojrozmérny pripad, ve kterém byl jeden z elementt
na pocatku vychylen ve zcela obecném sméru, a tak se na modelu projevuje sifeni jak
priéné, tak podélné viny. Rozmisténi elementi je stejné jako v pripadé kmitani membrany,

ale silové interakce jsou odlisné. U membrany jsme uvazovali pouze pri¢né kmity.

Obréazek 3.7 predstavuje trojrozmérny model, na kterém lze vhodnymi pocate¢nimi
podminkami demonstrovat fadu typickych vinovych jevi, tedy podélnou vlnu, pricnou
vlnu, odraz vlnéni, povrchovou vlinu a jiné. Tento model se stal zakladem pro vypocet
chovani poskozeného vzorku, kdy prasklina v materidlu byla nasimulovana pomoci zesla-

bené vazby mezi elementy ¢i zcela chybéjicimi elementy.

1S
= 4
=4

Obr. 8.4: Pricnd vina
(, ’ \ T N 4 - y ~\) ‘\./‘ l\/' :-._/' I‘\./‘ f‘-../‘ {J r\/ r\. - F‘\ y' y' ’ ‘ ,

Obr. 8.5: Podélnd vina
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Obr. 8.7: Trojrozmérny pripad
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3.7 Simulace poskozeni materialu

Poskozenim materidlu se mysli zména ve strukture materidlu, kterd ma za nésledek zhor-
seni vlastnosti. Ve stavebnictvi se mezi sledované vlastnosti vétsinou fadi meze pevnosti,
modul pruznosti v tahu a modul pruznosti ve smyku. Pritomnost trhlin snizuje vSechny

zminéné parametry a da se oc¢ekavat, ze bude mit vliv i na sSifeni mechanického vlnéni.

3.7.1 Poskozeni materialu vznikem krychlové dutiny

Poskozeni vzorku mtize v praxi nastat z riznych ptic¢in. Jednim z projevt je vznik trhlin ¢i
dutin, které predstavuji lokdlni vadu. Pomoci simulace se pokusme zjistit chovani vzorku,
ktery je poskozen dutinou krychlového tvaru. Postup pfi modelovani necht je takovy,
ze materialu ponechme v celém jeho objemu pivodni parametry a postupné odstranujme
elementy zevnitt zkoumaného objektu. Vznikly model tedy nadale predstavuje homogenni
strukturu, protoze vSechny elementy maji stejné vlastnosti, ale méni se pouze tvar objektu,

tedy okrajové podminky pro feseni rovnice.

Byl sestaven program, ktery provede simulaci pro nulovou velikost krychlové dutiny,
tedy pro puvodni (neposkozeny) vzorek. Poté zvétsi dutinu a opét provede vypocet.

Vznikne tak série simulaci, jejiz vysledky jsou uvedeny na obrazcich 3.8.

Na frekvenc¢nim spektru vidime, Ze hlavni maximum se rozpadlo na nékolik vedlejsich.
7 vycislenych hodnot bylo také zjisténo, ze dojde k mirnému snizeni frekvence hlavnich

pikii.

Je vhodné podotknout, ze pro zvolenou velikost dutiny nejsou rozdily na grafech prilis

patrné.
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Obr. 3.8: Frekvencni spektra materidlu, u kterého bylo simulovdno poskozeni vznikem dutiny

krychlového tvaru. Grafy odpovidaji postupné narustajici velikosti dutiny.



74 KAPITOLA 3. DYNAMIKA SOUSTAVY VAZANYCH OSCILATORU

3.7.2 Poskozeni materialu zeslabenim vazby mezi elementy

Dalsi zptisob, kterym bylo simulovano poskozeni vzorku, je nahodilé zeslabeni vazeb mezi
elementy. Koeficient kazdé vazby mezi elementy byl v celé strukture vynasoben nahodnym

¢islem z intervalu (a; 1), kde a predstavuje maximalni miru zeslabeni.

Vzorek byl ve vysledku slozen ze stejného poctu elementii, ale lze si predstavovat,

ze jeho mikrostruktura byla narusena a makroskopicky se jevil témér jako homogenni.

Byl naprogramovan skript, ktery postupné snizoval koeficient a a v kazdém kroku

spustil celou hlavni simulaci.

Vysledek simulace je patrny na obrazcich 3.9. Z graft je patrné, Ze nartstajici poskozeni

vede ke snizeni frekvence oscilaci.

3.8 Zavér

Byl naprogramovan simulac¢ni software, ktery vypocitava ¢asovy vyvoj trojrozmérné sou-
stavy tlumenych vazanych oscilatorti. Vysledky naznacuji, ze tento model je schopen si-

mulovat zékladni jevy spojené s nedestruktivnim testovanim pomoci metody impact-echo.

Detailni rozbor chovani modelu, jeho dalsi moznosti konfigurace a porovnani s expe-

rimentem je popsdn v disertacni praci' [15].

1J. Martinek, Numericka simulace akustickych kmit@ v materidlu, diserta¢ni prace 2006
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Obr. 3.9: Frekvencni spektra materidlu, u kterého bylo simulovdno poskozeni ndhodnym zeslabe-

nim vazeb mezi elementy. Grafy odpovidaji postupné naristajici mirve poskozend.



Kapitola 4
Vyvoj mérici metody

Hlavnim zamérenim minulych kapitol byla snaha porozumét elastickému kmitani a vl-
néni ve zkoumaném vzorku a vypocitat vibrace pomoci nékolika modeli. Vysledkem byla

numerickd predpovéd rezonancnich frekvenci i mnoha jinych jevt.

Nyni se soustfedme na dalsi ¢ast, ktera souvisi s nedestruktivnim testovanim, a tim
je vyvoj méricich metod. Prestoze i v predchozi c¢asti prisla ke slovu fada experimenti,

jejich provedeni ponejvice pripominalo metodu impact-echo.

Pokusme se problematiku méreni rozebrat obecnéji ve snaze nalézt i jiné metody nez

impact-echo a pripadné zhodnotit vyhody i nevyhody nového ptistupu.

4.1 LTI — Linear Time Invariant systém

Pri matematickém popisu chovani mnoha systému 1ze predpokladat, ze se jedna o systém
linearni, casové neproménny. Jedna se o abstraktni pojem, ktery se objevuje v mnoha
védnich oborech, avsak v uzsim slova smyslu budeme mit na mysli vzorek zkoumany
pomoci akustickych metod. Obecné vzato LTT zahrnuje jakoukoli situaci, kdy jsou splnény

nasledujici podminky:.

Predpokladejme, zZe stav systému ovliviiujeme vstupni veli¢inou ¢i proménnou a reakci
systému zjistujeme pomoci jiné, vystupni veliciny. Mame tedy myslenou cernou skiinku
(black box), vstupni signal z(t) a vystupni signal y(¢). Vstupni a vystupni signal zavisi

na Case, stejné tak stav systému zavisi na c¢ase. Nicméné déle predpokladejme, Ze systém

76
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ma néjaky klidovy stav, ktery nastane, je-li vstupni signél dostate¢né dlouhou dobu nulovy.
Tento predpoklad neni zcela nutny pro samotnou definici linearniho, ¢asové neproménného
systému, ale usnadni mnoho dalsich ivah. V souvislosti s akustikou budeme za klidovy
stav povazovat situaci, kdy veskeré vibrace ustanou, zvuk utichne, rozlozeni akustického

tlaku se vyrovna a vystupni signal bude nulovy.

Diilezitou vlastnosti systému je jeho casova neproménnost. Mame-li systém, ktery
na vstupni signdl z(t) reaguje vystupnim signalem y(t¢), pak casové neproménnym jej na-
zveme tehdy, bude-li jeho odezva na signdl x(t — T') rovna y(t — T'). Z toho vyplyva, ze
kdybychom vstupni signal opozdili o T sekund, bude odezva opozdéna taktéz o T' sekund,
ale jinak bude mit stejny tvar. Tvar odezvy tedy nezavisi na konkrétnim casovém oka-

mziku, ve kterém prijde vstupni signal.

Disledek ¢asové neproménnosti je mimo jiné to, ze mame-li dany vstupni signél z(t),
pak odezva y(t) bude stale stejna. Predpokladdme, ze poc¢atecni stav systému byl klidovy.
Touto podminkou je zajisténa opakovatelnost. Je mozné nékolikrat po sobé nechat systém
ustélit a zjistovat jeho odezvu na vstupni signdl. Odezva y(t) u ¢asové neproménného

systému bude stale stejna.

Dalsi vlastnosti systému je jeho linearita. Tou se mysli skutecnost, zZe jestlize vstupni
signél x(t) zpusobi odezvu y;(t) a vstupni signél xo(t) zptsobi odezvu yo(t), pak linedrni
kombinace vstupti a; z1(t) + ag x2(t) zptsobi linedrni kombinaci odezvy a; y1(t) + as y2(t).

Koeficienty a; a as jsou v tomto pripadé ryze realné.

y(t) = /_OO h(t — ) 2(r) dt

o0

4.2 QOdezva na impuls

Zakladni predstava chovani vysSe popsaného systému ¢i zkoumaného vzorku je ta, ze signal,
napiiklad akusticky, se po prichodu vzorkem zméni. Zména vsak neni libovolna, protoze
jsme své uvazovani omezili na linedrni, ¢asové neproménny vzorek. Na déj, ktery probiha
pri prichodu signalu vzorkem, miizeme pohlizet dvéma zptsoby, pricemz oba jsou ma-
tematicky ekvivalentni. Je mozné sledovat pribéh signdlu v casové oblasti a v takovém
pripadé bychom dosli k zavéru, ze vystupni signal je konvoluci vstupniho signdlu a jisté
vlastnosti vzorku, kterou nazyvame odezva na impuls. Druhy zptisob uvazovani se vénuje

frekvenc¢ni oblasti, cemuz dame pro tentokrat prednost. Znovu je vhodné uvést, ze oba
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pohledy na problematiku jsou rovnocenné a plati, Zze konvoluce v ¢asové oblasti je totéz,

co nasobeni ve frekvenc¢ni oblasti.

Uvazujme, ze vstupni signal je periodicky. Pak miizeme, na zdkladé Fourierovy teorie,
provést jeho rozklad na harmonické funkce a nalézt tak jeho frekvenéni spektrum. Dalsi
uvahy se tim zjednodusuji, protoze co dokazeme pro jedinou harmonickou funkci s danou

frekvenci, to bude platit i pro soucet libovolnych harmonickych signali.

Soucasné je vhodné dodat dalsi omezujici podminku vychézejici z technického prove-
deni experimentu. Vse je totiz diskrétni, a to jak ¢asova oblast, tak i frekvencéni oblast.
Neméme k dispozici hodnotu signalu pro libovolny c¢asovy okamzik, ale pouze radu dis-
krétnich hodnot pro ¢asové okamziky, ve kterych A/D prevodnik provedl méfeni. Byt
se jedna o kroky s casovou prodlevou radu mikrosekund, je nutné na toto omezeni pa-
matovat. Diskretizace se tyka také frekvencni oblasti a ani zde nepracujeme s libovolnou
frekvenci, nybrz pouze s konkrétnimi hodnotami, jejichz rozestup je 1/7, kde 7 je perioda
signéalu (doba zdznamu). Frekven¢ni spektrum obvykle zjistujeme z ¢asového zadznamu po-
moci algoritmu zvaného diskrétni Fourierova transformace (DFT), pricemz i jeho nézev

potvrzuje, ze vysledné spektrum nebude spojité.

Uvazujme tedy o jediné frekvenci, harmonickém signalu, ktery vstupuje do zkouma-
ného vzorku. Po vystupu ze vzorku bude mit pouze zménénou amplitudu a fazi, ale bude
to opét harmonicky signdl o nezménéné frekvenci. Vstupujici signdl x(t) muzeme napsat
ve tvaru

x(t) = Acos(wt + ¢)

coz je asi nejsnaze pochopitelna forma zahrnujici amplitudu a fazi. Mnohem lépe se vSak
matematicky pracuje s formou obsahujici komplexni ¢isla, ktera vychéazi z Eulerovy iden-
tity

e“! = cos(wt) + isin(wt)
V takovém pripadé muzeme vstupujici harmonickou funkei z(t) zapsat jako

x(t) = acos(wt) + bisin(wt)

pricemz komplexni ¢islo a + bi lze prepocitat na amplitudu i fazi. Protoze nyni jiz uva-
zujeme o frekvencni oblasti, budeme komplexni ¢islo vztahujici se k vstupujicimu signalu
oznacovat X. Po priichodu vzorkem namérime vystupni harmonicky signal, ke kterému
muzeme analogicky prisoudit jiné komplexni ¢islo Y. Plati, Ze pti priichodu vzorkem doslo

k tomu, ze se X vynasobilo konstantou H, ¢imz vznikl vystupni signal:

X-H=Y
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Zasadni predpoklad je, ze konstanta H je vlastnost vzorku, ktera jednoznac¢né urcuje jeho
chovani pro jakykoli vstupni signdl. Soucasné plati, Ze tento parametr H muzeme ziskat
tim pouhym podélenim

Y

H=—
X

pricemz tento postup bude platit pro jakykoli vstupni signdl. V principu tedy mizeme

hledanou vlastnost vzorku H zjistit libovolnym vstupnim signalem.

Dosud jsme uvazovali pouze o trech komplexnich ¢islech X, H a Y, coz vyplyvalo
z predpokladu, ze vstupni signal je harmonicky a spolu s nim i vystupni. Vime ovSem,
ze soucet harmonickych signalt da ve vysledku signal libovolného pritbéhu. Nase predchozi
uvahy tedy plati i pro libovolny signal, ale jiz musime uvazovat, ze koeficienty X, H a Y
jsou ruzné pro kazdou frekvenci w, kterd je pritomna. Nyni se jiz jedna o rady komplexnich
cisel a radéji upresnéme predchozi vztah na
Y (w)
H(w) = m
Melo by byt zfejmé, ze ke zjisténi hledané funkce H (w) postaci vypocitat diskrétni Fou-

rierovu transformaci vystupu a vstupu a podélit je.

Nalezend funkce H(w) je zadsadnim vysledkem naseho snazeni, protoze praveé ta by méla

vypovidat o vlastnostech zkoumaného vzorku.

4.2.1 Vypocet odezvy na impuls H(t)

Mnoho vlastnosti, které mtizeme o vzorku zjistit na zakladé jeho odezvy na impuls, se vy-
pocitava z frekvencéniho spektra H(w), kdy studujeme predevsim polohu jednotlivych

frekvenc¢nich maxim.

7 Casové zavislosti odezvy na impuls vSak mtizeme vyhodnotit dalsi parametry, napti-

klad celkovy utlum vibracni energie a fadu dalsich.

Pouzijeme-li jako budici signal kratky impuls, pak vystupni signal Y'(¢) pfimo pred-

stavuje H(t), ze které Fourierovou transformaci vypocitame H (w).

Mame-li vsak obecny signédl na vstupu a odezvu na impuls zjistujeme jako podil Fou-
rierovych transformaci vystupu a vstupu, pak ziskdme piimo funkci H(w). Pozadujeme-li
navic i vypocet ¢asové odezvy H (t), pak mame tlohu obracenou a musime pouzit tzv. in-
verzni Fourierovu transformaci. Tato funkce je implementovana v knihovné SciPy a jeji

pouziti je snadné.
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4.2.2 Vstupni signal ve tvaru ¢ funkce

Vime jiz, ze hledanou funkci H(w) lze zjistit jako podil vystupu a vstupu ve frekvenéni
oblasti. Na zakladé této myslenky se pokusme vytvorit situaci, kdy vystup je ptimo roven
funkci H(w), aniz bychom museli data jakkoli dodateéné zpracovavat.

Pozadujeme-li H(w) = Y (w), pak musi platit, ze X (w) je fada jednicek, protoze po-
déleni jednickou da totéz cislo. Tvar vstupniho signalu tedy musi byt takovy, aby kazda
jeho frekvencni slozka méla stejny koeficient, a to jednotkovy. Kazdou frekvencni slozku

je tedy mozno zapsat velmi jednoduse:
cos(wpt)

funkce sinus jiz nebude pritomna, protoze imaginarni ¢ast bude nulova. Funkce, kterd
vznikne slozenim kosinu je Diracova d—funkce, presnéji receno tzv. Diracuv hieben, pro-

toze musime stale uvazovat, ze jde o periodické funkce. Vysledkem sumy je

IS 2min &
T2
n=-—oo
Na grafech na obrazku 4.1 vidime, jak postupnym pridavanim vyssich frekvenci vzniké
soucet stale vice pripominajici fadu d—funkci, tj. hieben. Pti tvorbé grafii byla imyslné
vynechana normaliza¢ni konstanta, takze na rozsahu y-ovych os je ihned vidét pocet funkci

kosinus, ktery byl pouzit pfi sumaci.

Soustredime-li se na jednu periodu ve vysledné funkci, jedna se o d—funkci, kterou
bychom v technické praxi nejspise vytvorili jako velmi intenzivni a velmi kratky impuls.
Z tohoto divodu oznacujeme funkei H (w) pojmem odezva na impuls. Pod stejnym pojmem
muzeme soucasné oznacovat jeji ¢asovy prubéh H(t), pricemz obvykle k nedorozuménim
nedochézi. Je ziejmé, Ze impuls ma vysadni postaveni mezi vSemi ostatnimi druhy vstup-
nich signali. Pravé pri pouziti impulsu dostavame ihned jako vysledek hledanou funkci
H(t), pricemz z ni jiz snadno vypoc¢teme funkci H(w) pomoci Fourierovy transformace.

Soucasné se potvrzuje i fakt, ze vystupni funkce Y (¢) je konvoluci vstupniho signalu
X(t) a odezvou na impuls H(t). Pokud je vstupni signal d-funkce, pak jeji konvoluce
s H(t) musi dat opét funkci H(t). Tudiz je zcela opravnéné, ze se funkce H(t) nazyva

odezvou na impuls.

V nedestruktivnim testovani ma vyse popsana zakonitost primou aplikaci v metodé

impact-echo, kdy kratkym intenzivnim tderem vybudime ve vzorku mechanické kmity,
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které mérime. Z frekvencéniho spektra ziskané odezvy se pak zjistuji vlastnosti vzorku.
Néco podobného bylo jisté vyuzivano odpradavna, napriklad potukanim na napraskly hr-
nec. Je zajimavé, ze tato zdanlivé primitivni metoda ma tak hluboké matematické pozadi,
ze kterého lze dale vychéazet a méreni zdokonalit.
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Obr. 4.1: Delta-funkce je specidlnim pripadem bilého Sumu. Rozklad na jednotlivé frekvencnd
slozky ukdze, Ze vSechny frekvence jsou zastoupeny se stejnou amplitudou i pocdtecni fazi. Fdze
odpovidd funkci kosinus. Na sérii grafi je ukdzka, Ze postupnym priddvdnim vyssich frekvenci

se vysledek stdle vice blizi delta-funkci.

4.2.3 Vstupni signal ve tvaru bilého Sumu

Vstupni signal ve tvaru impulsu ¢i d-funkce, ma zvlastni vlastnost mimo jiné v tom,
ze vsechny jeho frekvenc¢ni slozky maji stejnou amplitudu. Jednd se tudiz o specialni
pripad bilého sumu. Takovych signalt je mozné vytvorit vice, a tak rozeberme situaci, kdy
vstupni signdl X (w) ma absolutni hodnotu vsech komplexnich koeficientii rovnu jedné.
Meéjme tedy na mysli

A+ By =1

Faze jednotlivych slozek muze byt libovolna a na dalsi avahy to nema vliv. V takovém

pripadé opét rozeberme vypocet odezvy na impuls H jako podil dvou komplexnich ¢i-
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sel Y/X.

_Y _A 4B _A+Bi A -Bi_ YX* VX'

H=_—— — —
X A, +Bji A, +Bi A, —Bi A%+ B% 1

Vidime, zZe namisto podilu komplexnich ¢isel mizeme pocitat jejich soucin, coz je vy-
pocetné jednodussi operace. Je vhodné si dopredu jednorazoveé predvypocitat komplexné

sdruzenou Fourierovu transformaci vstupniho signalu a pak pouze nésobit.

Ukézalo se, ze rozdil ve vypocetni ndrocnosti je skuteéné znatelny, priblizné 50%.

Nicméné celkova casova tspora pri tomto TeSeni je zcela zanedbatelna, protoze ostatni

vvvvvv

Vyse popsany specialni pripad byl rozebran pouze proto, ze je casto uvadény v litera-
ture. Nicméné H = Y X* plati pouze tehdy, je-li vstupni signal bily sum. Naproti tomu

H =Y/X plati vzdy, a to za cenu nepatrného zhorSeni celkového vypocetniho ¢asu.

Hlavni vyznam pouziti bilého Sumu vsak spociva v tom, Zze zadna frekvencni slozka
neni na vstupu uprednostnéna ani potlacena. U vsech se ocekava stejny odstup signalu

od Sumu a stejna presnost nasledného vyhodnoceni.

4.3 Zpusoby generovani bilého sumu

Bily sum lze vyuzit pii nedestruktivnim testovani jako zdroj akustického signalu, ktery
se po prichodu vzorkem zméni a pri nasledném zpracovani dat lze usuzovat na materialové

vlastnosti vzorku.

Veskeré tivahy budou platit pro diskrétni elektrické ¢i mechanické signaly, které jsou
vygenerované jako posloupnost hodnot a namérené pomoci A/D prevodniku taktéz jako
posloupnost hodnot. Funkce algoritmu, jeho vysledky, ovéreni funkcénosti i nékteré ma-
tematické predpoklady jsou demonstrovany pomoci jazyka Python, ve kterém je vyuzita

knihovna SciPy, urc¢ena pro védecké vypocty.

Pod pojmem bily Sum se rozumi takovy signdl ¢i funkce, ktery obsahuje vSechny frek-
vence ve stejné mife, tj. ma ploché frekvencéni spektrum. Kdybychom takovy signal rozlozili
na jednotlivé harmonické slozky (coz je presné to, co provadi Fourierova transformace),
budou mit vSechny stejnou amplitudu. Tato tvaha ale nikterak nevypovida o fazi jed-
notlivych slozek. Faze mohou byt libovolné, a presto se bude stale jednat o bily Sum.

Kdybychom chtéli vytvorit bily Sum, bylo by mozné posecitat harmonické funkce se stej-
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nymi amplitudami, libovolnymi fazemi a vSemi frekvencemi. Takovy postup je v principu
mozny, ale ponékud zdlouhavy, ve srovnani s inverzni Fourierovou transformaci, ktera
provadi presné totéz. Je vhodné pripomenout, ze se nebude jednat o vSechny existujici
frekvence, ale pouze o diskrétni fadu frekvenci odstupnovanych podle uré¢itého frekvenc-
niho kroku. Je ale ziejmé, ze mame urcitou liboviili, jak mohou byt vici sobé jednotlivé

harmonické slozky fazové posunuty. Bilych Sumt proto existuje nekoneéné mnoho.

4.3.1 Bily Sum vytvoreny pomoci inverzni Fourierovy transfor-

mace

Vytvorit priklad bilého Sumu lze snadno pomoci inverzni Fourierovy transformace. Vime
totiz, ze frekvenéni spektrum musi byt ploché (konstanta). I zde mame libovuli, kterd
odpovida vzajemnému fazovému posunu jednotlivych slozek. Frekvenéni spektrum je vy-
pocteno jako absolutni hodnoty z komplexnich ¢isel. Jestlize chceme naopak vytvorit kom-
plexni ¢islo s danou absolutni hodnotou, mame nekoneéné mnoho variant, jakéd muize byt
realna a imaginarni ¢ast. Na zakladé této myslenky lze vytvorit program, ktery vygeneruje
bily sum, jehoz vSechny frekvenc¢ni slozky budou rovny jedné. Staci zvolit komplexni éisla,

kterd maji absolutni hodnotu rovnu jedné, naptiklad tato tri:

0,8 + 0,6
0,936 — 0,352
0,96 + 0,28i

Tuto sekvenci ulozime do pole a nasledné ji zopakujeme jesté jednou, ale v opa¢ném poradi
a komplexné sdruzené. Tento krok zajisti, ze po provedeni inverzni Fourierovy transfor-
mace bude vysledny signal ryze redlny. A jesté na uplny zacatek pole vlozime nulu, ktera
ma vyznam nulové frekvence, tj. stfedni hodnoty signalu. Takto vytvorenou sekvenci vi-

dime v nasledujicim programu na tretim radku.

1 #!/usr/bin/python

2 from scipy import *

3

4 flat = [0, 0.8 + 0.6J, 0.936 - 0.352J, 0.96 + 0.28J, 0.96 - 0.28J, 0.936 +
0.352J, 0.8 - 0.6J]

5 signal = ifft(flat)
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print signal
N = len(signal)
spectrum = abs(fft(signal) [: (N//2 + 1)]1)

© 00 N O

print spectrum

Program vypocte inverzni Fourierovu transformaci, a tim vznikne signal, ktery predsta-
vuje bily Sum. Pro kontrolu se na predposlednim fadku zpétné vypocte spektrum takového
signalu. Vysledkem je:

[8.88178420e-16 1.00000000e+00 1.00000000e+00 1.00000000e+00]

Tyto hodnoty presné spliuji nase pozadavky. Prvni polozka je (téméf) nula, coz je v po-
radku, protoze jsme chtéli, aby stfedni hodnota signalu byla nulova. Dalsi tti ¢isla jsou
jednicky, to znamenad, ze frekvencni spektrum je ploché. Tim jsme ovérili, Ze se skuteéné
jedna o bily Sum. Soucasné jsme ukazali, jakym zptisobem lze v programovacim jazyce
Python vypocitat frekvenéni spektrum daného signalu a tento postup se vyuzit i v dalsich

uvahéch.

4.3.2 Specialni pripad bilého sumu, delta funkce

Zmovu vyuzijme fakt, ze d-funkce patii mezi bilé Sumy a pokusme se ji vytvorit pomoci
inverzni Fourierovy transformace ze sekvence obsahujici saméa stejna ryze realnd cisla,
naptiklad jednic¢ky. Ryze redlné cislo je samo k sobé komplexné sdruzené, takze mame
jistotu, zZe vysledek bude téz redlny. Prvni (pfesnéji feceno nultd) hodnota v sekvenci neni
nulova, takze vznikly signal nebude mit stfedni hodnotu nulovou, ale to obvykle prilis
nevadi. V Pythonu mtzeme vyzkouset, ze naptiklad:

>>> print ifft([1,1,1,1,1,1,1,1])
dava vysledek
[ 1.+0.j 0.+0.j 0.+40.j 0.+0.j 0.+0.j 0.+0.j 0.+0.j 0.+0.j]

coz je signal, ktery jsme vytvorili tak, aby mél ploché frekvenéni spektrum, a jedné

se tak o bily sSum. Na prvni pohled je vidét, ze jde o specialni piipad. Pouze prvni hodnota
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v sekvenci je nenulova, vSechny dalsi jsou nulové. Jedna se o impuls, ktery pripomina delta
funkci. Plati totiz identita, ze Fourierova transformace delta funkce je konstanta. Delta
funkce (impuls) je speciélni pripad bilého Sumu a v praxi se skutecné vyuziva, jestlize neni
k dispozici jiny generator bilého Sumu. Pti zjistovani akustiky mistnosti se jako pocatecni
vybuzeni pouziva tlesknuti, vysttel z pistole, prasknuti balénku a podobné. Kratky inten-
zivni puls je také zakladem pro metodu impact-echo, pri které se iderem na zkoumany
predmeét vybudi kmity a zkouma se frekvenéni odezva. Nevyhodou je, ze veskera energie
dodané do systému je soustredéna do jediného impulsu, ktery musi byt velmi kratky. Jeho
amplituda je proto velka - casto tak, ze znacné komplikuje méreni. Neni snadné poridit
dobrou nahravku vystielu z pistole v uzaviené mistnosti s velkou ozvénou. Tato technika

klade velké naroky na dynamicky rozsah mérici sestavy.

4.3.3 Binarni generator bilého sumu

Existuje zajimavy pripad bilého Sumu, kdy sekvence vstupnich hodnot obsahuje pouze dvé
diskrétni hodnoty, napriklad nula a jedna. Takovy binarni bily Sum ma velkou vyhodu
v tom, ze elektronika generatoru muze pracovat pouze se dvéma stavy, zcela odpadaji ana-
logové obvody a konstrukce se tim zjednodusuje. Binarni sekvence, kterd ma vlastnosti
bilého Sumu se obvykle nazyva MLS (Maximum Length Sequence). V literatute jsou po-
psany navody, jak vytvorit generator této sekvence pomoci oscilatoru, posuvnych registri

a XOR hradel, pfi¢emz princip ¢innosti by zde bylo vhodné vysvétlit podrobnéji.

4.4 Generator na bazi posuvnych registri

Jednou z moznosti, jak generovat bindrni bily Sum je vyuziti posuvnych registrii a XOR
hradla. Touto tématikou se velmi podrobné zabyval Solomon W. Golomb (1932-2016),
ktery vytvoril rozsahlou teorii tykajici se zajimavych matematickych vlastnosti takto
vzniklych binarnich fad. Jeho dilo se v soucasné dobé vyuziva v mnoha technologiich pti
zpracovani signalu ¢i digitalnich dat (napft. kontrolni CRC soucty, 3G sité, LTE, Wi-FI,
Bluetooth, GPS a dalsi).

Zéakladni predstava generatoru je fada n binarnich registri. Oznac¢me je a,_1 ... aop.
Kromé posledniho registru aqy jsou zapojeny tak, ze vystup kazdého z nich je pripojen
na vstup registru nasledujicitho. Nékteré vybrané registry jsou navic privedeny do vice-

vstupového XOR hradla, jehoz vystup tvori zpétnou vazbu a je pripojen na vstup prvniho
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registru a, 1.

Cely logicky obvod pracuje v nékolika krocich:

1. Precte se obsah registru ag, ¢imz ziskame dalsi bit patiici do sekvence.
2. Obsah vsech registru se posune o jedno doprava. Pivodni hodnota ag se premaze.

3. Obsah registru a,,_; se naplni podle vysledku XOR operace z nékolika vybranych

registri.

Cely déj se opakuje, pricemz z posledniho registru ay postupné ¢teme celou sekvenci bitt.

Je zjevné, ze sekvence bitil je deterministicka, tj. z kazdého stavu jednoznacné ply-
nou dalsi stavy. Po urcitém poctu kroku se tedy kazdy stav musi nutné zopakovat, pro-
toze celkovy pocet vSech stavi je omezen hodnotou 2”. Thned mizeme vyradit moznost,
ze by vsechny registry byly nulové. Z takového stavu by zadny dalsi nebylo mozno vytvo-
rit, protoze nulové vstupy XOR hradla by davaly nulu i na jeho vystupu. Celkovy pocet

variant je tedy o jednicku mensi, tj. 2" — 1.

Solomon W. Golomb se zabyval zakonitostmi, které plati pro celkovou periodu tako-
vého generatoru. Ta zavisi na poctu registrii n a také na tom, které registry jsou pripojeny
na vstup XOR hradla. Dokazal, ze maximalni délka sekvence 2™ — 1 skute¢né muze nastat.
Podminkou je vSak to, Ze na vstupy XOR hradla musi byt pripojeny pravé takové registry,

které odpovidaji ¢lenu v prislusném primitivnim polynomu n-tého radu.

Vynechame komplikované matematické pozadi tykajici se primitivnich polynomi a spo-
kojme se s tim, ze primitivni polynomy lze nalézt v literature. Prikladem primitivniho
polynomu osmého tadu je

P4+’ +a’ 41
a prave tento polynom je zakladem generatoru uvedeném na schématu 4.2. Zde je vhodné
podotknout, Ze pocet ¢lent v polynomu n-tého stupné je nejvyse n + 1, zatimco pocet

odpovidajicich registri je o jeden méné. Plati, ze ¢len s nejvyssi mocninou ignorujeme.

V nasem pripadeé tedy plati, ze do XOR hradla budou pripojeny registry 6,5,1,0 — viz
obrazek 4.2.

Popsany generator vytvoii sekvenci maximélni délky (Maximum Length Sequence,

MLS), pricemz tato sekvence bude mit mnoho zajimavych matematickych vlastnosti,
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Obr. 4.2: Blokové schéma generdtoru, ktery pomoci osmi posuvnych registri vytvdari bindrni sek-
venci. ProtoZe cisla registri pripojengch na vstup XOR hradla odpovidaji primitivnimu polynomu,

bude se vyslednd sekvence biti opakovat po mazimdlni mozné délce 28 — 1 = 255 bitii.

z nich nejdilezitéjsi je pro nas to, ze jeji frekvencéni spektrum bude ploché a bude se tedy

jednat o generator bilého sumu.

Pokud bychom nedodrzeli podminku pro zapojeni spravnych registrt do XOR hradla,
pak sice ziskame generator bitové sekvence, ale jeho perioda bude kratsi nez 2™ — 1 a pre-

devsim nevznikne bily Sum, protoze spektrum nebude ploché.

Pro kazdy pocet biti a tim i fad polynomu existuje jeden nebo vice primitivnich
polynomt. Pokud si miizeme vybrat, pak pro praktické tucely je vhodné volit ty, které
obsahuji malo ¢lenti a generator tak bude konstrukéné jednodussi. Poc¢atecni obsah registrii

muze byt libovolny kromé samych nul. Stav generdatoru se musi zopakovat az za 2" — 1

krokti, pricemz tato vlastnost se osvédcila jako rychly test, zda generator pracuje spravneé.

Obr. 4.3: Ukdzka pseudondhodného vzoru, ktery vznikne z jedendcti-bitového MLS generdtoru.
Jednicka odpovidd bilé barve, nula cerné. Sekvence je zobrazena v rastru 89x 23 a je zcela uplnd,
protoge 89 - 23 = 21 — 1 = 2047.
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4.4.1 XOR operator

Binarni XOR operator, ktery je soucasti generatoru sekvence s posuvnym registrem, ma
nékolik vlastnosti, které stoji za podrobnéjsi popis. Je mozné jej chapat riznymi zptsoby
a z toho duvodu si vyslouzil nékolik oznaceni. Nasledujici pravdivostni tabulka obsahuje

XOR vystup ze vSech kombinaci dvou vstupnich parametri.

vstup A | vstup B | vystup A XOR B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

non-ekvivalence Jak je zfejmé z pravdivostni tabulky, vysledkem operatoru je jednicka
prave tehdy, jsou-li oba vstupujici bity nestejné — proto non-ekvivalence.

Exclusive OR Toto oznaceni vychazi z angli¢tiny a z néj byla vyvozena bézné pouzi-
vana zkratka XOR. Vyznamové se jedna o pripodobnéni k logické operaci NEBO. Je zde
vSak rozdil, ktery muzeme slovné popsat jako ,jeden (bit) ANEBO druhy, nikoli vSak oba

soucasne”.

Zména bitu V programéatorské praxi byva potteba operovat s jednotlivymi bity. Opera-
tor XOR se pouziva v situaci, kdy chceme hodnotu nékterych biti negovat (zménit). Pro
uplnost — operator OR bychom pouzili, kdybychom chtéli nékteré bity nastavit a operator
AND tehdy, chceme-li nékteré vynulovat.

Soucet modulo dva Modulo dva (tj. zbytek po déleni dvéma) méa dvé mozné hodnoty,
nulu a jednicku, pticemz zalezi na tom, zda je ¢islo sudé nebo liché. Secteme-li vSechny bity
a aplikujeme modulo dva, pak zjistime, zda byl pocet jednickovych bith lichy nebo sudy.
Velkou vyhodou této predstavy je, ze pracuje s libovolnym poctem bitl, nikoli pouze
se dvéma parametry. Tento zptsob chéapani je nejvhodnéjsi, chceme-li spravné popsat

funkci MLS generatoru.

Parita Pro vypocet paritniho bitu bychom pouzili vySe uvedené pravidlo.



4.5. SOFTWAROVA IMPLEMENTACE 89

4.5 Softwarova implementace

Na zakladé popisu je pomérné jednoduché vyrobit generator na bazi posuvnych registri,
ale po hardwarové strance je jesté snazsi cely proces naprogramovat do jednocipového
mikropocitace a svérit mu vypocetni algoritmus. Jednocipovy mikropocitac lze zakoupit
za nékolik desitek K¢ a mnoho dalsich soucastek neni potieba — nepocitame-li vykonovou
cast. Konkrétni popis algoritmu zde pro strucnost vynechdme a pouze ovéime, zda vy-
sledna sekvence je skutecné bilym sumem. Nasledujici program v jazyce Python vytvori

MLS sekvenci a vypocte z ni frekvencni spektrum.

1 #!/usr/bin/python

2 from scipy import *

3 bits = 4

4 N = 2%xbits - 1

5 a=1

6 coefs_all = ((0,), (0,1), (0,1), (0,1),

7 (0,2), (o0,1), (0,1), (0,1,5,6),
8 (0,4), (0,3, (0,2), (0,3,4,7),
9 0,1,3,4), (0,1,11,12), (0,1), (0,2,3,5),
10 0,3, (0,7, (0,1,5,6), (0,3))
11

12 mask_shifts = [(1 « x, bits-x) for x in coefs_all[bits-1]]
13 signal = zeros(N, inti16)

14 for i in range(N):

15 signalli] = (a & 1)

16 for m, s in mask_shifts:

17 a"=(a&m «s

18 a=a>»1

19
20 print signal
21 print abs(fft(signal) [: (N//2 + 1)]1)
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Po spusténi dostaneme vysledek:

[10001001101011 1]
[8. 2. 2. 2. 2. 2. 2. 2.

Pricemz prvni fadek je MLS sekvence a druhy je piislusné frekvencéni spektrum.
Je zfejmé, Ze az na nultou hodnotu, kterd ma vyznam stejnosmérné slozky, jsou vSechny
ostatni hodnoty konstantni. V tomto pripadé méa sekvence pouze 15 bitil, coz je dano
tretim fadkem v programu, kde se pocet biti v posuvném registru nastavuje na b = 4.
Plati, Ze celkova délka sekvence je N = 2b—1. V principu je algoritmus schopen generovat
sekvence az do b = 20, tj. celkové délky N = 1048575.

Po ovéreni funkénosti pomoci jazyka Python byl algoritmus prepsan do jazyka Assem-
bler, aby mohl byt spustén na jednoc¢ipovém mikropocitaci. Zde je ukazka implementace

pro procesory fady Atmel AVR:

loop:
mov rl7, r23
andi ri17, 1
out _SFR_IO_ADDR(PORTB), ril7
1sl r17
1sl ri17
1sl ri17
1sl ri17
eor r21, ri7
mov rl7, r23
andi r17, 8
1sl ri17
eor r21, ri17
1sr r20
ror r21
ror r22
ror r23
nop
nop

rjmp loop ; 20 cycles - 1 MHz
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Uvedeny algoritmus generuje MLS sekvence o délce N=1048575. Cely vypocetni pro-
ces se podarilo zestruc¢nit na pouhych 20 strojovych cykli. Ve skutecnosti je jich potfeba
pouze 18, ale dvé instrukce NOP byly ptridany, aby vychézelo zaokrouhlené ¢islo maxi-
malni frekvence. Jestlize bude taktovaci frekvence jednocipového mikropocitace 20 MHz,
coz je bézné, bude generator bilého Sumu vytvaret bindrni sekvenci rychlosti 1 Mbit/s.
Maximalni frekvence pritomna v bilém sumu bude poloviéni, tj. 500 kHz. Cela sekvence
se bude opakovat kazdych 1,048575 sekund. Pti realizaci obvodu bylo nutno vyftesit jesté
buzeni MOSFET tranzistorii vykonového stupné, a také byl cely generator zpomalen pro
snazsi vyhodnocovani jeho funkce. Tyto dodatecné vlastnosti nejsou ve vyse uvedeném

algoritmu zahrnuty. Pro struc¢nost je uvedena pouze verze se zakladni funkcnosti.

Predpoklada se, ze by jednocipovy mikropocitac¢ generoval binarni Sum, ten by se zesi-
lil a slouzil jako vstupni signél X (¢) k vybuzeni vibraci testovaného vzorku. Kmity vzorku
by se méfily snimacem a ziskany signal by predstavoval odezvu Y (t). Na zdkladé diive
popsané teorie by se ve frekvenc¢ni oblasti vypocital podil vystupniho signalu vaci vstup-
nimu. Prvnim krokem bude vypocitat Fourierovu transformaci vystupniho signdlu a ziskat

tak Y (w).

Na tomto misté bude vhodné se zminit o pouzitém algoritmu pro vypocet diskrétni
Fourierovy transformace, kterd se v této praci vyskytuje mnohokrat. Existuje mnoho

implementaci tohoto algoritmu, pricemz zde jsou pouzity dvé z nich:

FFTW

Knihovna FFTW je pojmenovana z pocatecnich pismen Fastest Fourier Transform in
the West, tedy udajné nejrychlejsi Fourierova transformace na ,zapadé“. Autori projektu
se velmi snazi vyuzivat nejmodernéjsi poznatky o optimalizaci algoritmu a doslova soutézi
o kazdé procento, kterym mohou porazit konkurenéni implementace. Vyuzivaji naptiklad
peclivé napsany kod v Assembleru pro fadu soudobych procesoru a vyuzivaji rozsitenou
sadu strojovych instrukci. Také zde existuje moznost vypoctu jesté vice zrychlit v pri-
padé, ze transformaci potfebujeme provadét opakované. Je mozné pro dany pocet dat

jednorazoveé predvypocitat optimalni plan vypoctu, a pak jej aplikovat na rizna data.

Jedna z funkci knihovny je specializovana pro pripad, ze vstupni data jsou ryze re-
alnd a je v takové situaci jesté rychlejsi nez algoritmus pro komplexni data. Redlna data
na vstupu jsou v nasem piipadé zcela obvykla, takze tohoto zrychleni lze s tspéchem

vyuzit.

FFTW je implementovana pro jazyk C, ktery byl pti tvorbé této prace pouzit jen tehdy,
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pokud byla prioritou rychlost vypoctu. V ostatnich pripadech byl pouzivan predevsim
programovaci jazyk Python, ktery se ukézal jako pohodInéjsi.

fft ve SciPy

Dalsi moznosti je pouzit funkci fft ve védecké knihovné SciPy urcené pro programo-
vaci jazyk Python. Autori knihovny SciPy postupné pridavaji do celého baliku funkci
dalsi a dalsi implementace riznych matematickych algoritmi, které jsou obvykle napsané
v jazyce C a v nékterych starsich pripadech v jazyce Fortran. Existuje zptsob, jak tyto
algoritmy zpristupnit pro jazyk Python, prestoze jsou ptuvodné napsany pro jazyk jiny.
Nejspise timto zplisobem se do knihovny SciPy dostala i moznost vyuzit funkce z projektu

FFTW. Nékdy se vsak, z rozhodnuti autorii SciPy, pouzije implementace jina.

Bézny uzivatel /programétor zavold funkei fft() a ziska vysledek. Konkrétni algoritmus
v takovém pripadé neni rozhodujici. Vysledek je vzdy rada komplexnich ¢isel. Pohodli

je vykoupeno rychlosti, ktera je vzdy horsi, nez FFTW zavolana z jazyka C.

S rozvojem vypocetni techniky neni honba za rychlosti tak klicova jako diive, tedy
alesponn pro nase ucely. Data ze zvukové karty prichazeji relativné pomalu, takze lze
stihnout je zpracovavat v realném cCase a vysledek primérovat a vykreslovat. Naproti tomu
data z mérici karty méla vzorkovaci frekvenci az 1 MHz a zpracovavala se az dodatecné

po méreni.

Rychlost fft v zavislosti na poctu dat

V souvislosti s rychlosti vypocétu diskrétni Fourierovy transformace stoji za zminku
nékolik vyjimecénych pripadi, které vychazeji z poctu vstupnich dat. Jedna z nejzndméjsich
a nejstarsich implementaci rychlé diskrétni Fourierovy transformace vyzaduje na vstupu
2" dat, tedy pocet dat musi byt celoc¢iselnd mocnina dvou. Algoritmus je velmi efektivni,
protoze vyuziva mnoho symetrii ve vypoctech, které jsou dany tim, ze pocet dat ma mnoho
delitelt. Mnohé dalsi vzniklé algoritmy jiz umi spocitat transformaci pro libovolny pocet

dat, ale stale priblizné plati, Zze ¢im vice délitell ma pocet dat, tim lépe.

7 vyse uvedeného popisu plyne, ze nejméné prizniva situace nastane, je-li pocet vstup-
nich dat prvocislo. Pravé toto mize nastat tehdy, pouzijeme-li generator bilého Sumu
na bazi MLS s periodou 2" — 1. Cislo 2" — 1 spada do kategorie tzv. Mersennovych -
sel a jednim z matematickych problémi je vyhleddvani Mersennovych prvocisel. Shodou
okolnosti jsou pravé Mersennova prvocisla velmi nevyhodna pro nase ucely.
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Pro predstavu — dosud bylo nalezeno 49 Mersennovych prvocisel, ptricemz posledni
z roku 2016 m4a hodnotu 274207281 _ 1 Pfestoze se jedna do zna¢né miry o matematickou
hiicku, vypiSme exponent n, pro prvnich nékolik Mersennovych prvocisel, které mohou
mit vliv na nase vypocty: (2,3,5,7,13,17,19, ...).

Pro ovéreni rychlosti vypoctu rychlé Fourierovy transformace byl napsan nasledujici

program:
1 #!/usr/bin/python
2 #coding: utf8
3
4 from scipy import *
5 import time
6
7
8 def meas_speed_fft(N):
9 a = arange(N)
10 start = time.time()
11 fft(a)
12 dt = time.time() - start
13 print ’polet dat: ’, N, ’Cas: ’, dt, ’polet dat za sekundu’, N//dt
14
15 for i in range(1l, 21):
16 meas_speed_fft(2%xi)
17 meas_speed_fft(2*x*i-1)

Program méii rychlost vypoctu fft pro n jdouci az do hodnoty 20, ptricemz otestuje
radu dat s délkou 2" a nasledné 2" — 1. Pro struc¢nost byl program ponechan ve znacné
surové podobé, a tak i jeho vystup je ponékud hiire prehledny a vétsina vypisu zde neni

uvedena, nicméné informace z néj je zrejma:

pocet dat: 1024 cas:
pocet dat: 1023 cas:
pocet dat: 2048 cas:
pocet dat: 2047 cas:
pocet dat: 4096 cas:
pocCet dat: 4095 cas:
pocCet dat: 8192 cas:
pocCet dat: 8191 cas:
pocet dat: 16384 cas:

.000556945800781 pocCet dat za sekundu 1838599.0
.000638008117676 pocet dat za sekundu 1603427.0
.00101613998413 pocCet dat za sekundu 2015470.0
.00171995162964 pocet dat za sekundu 1190149.0
.000625133514404 pocet dat za sekundu 6552200.0
.000633955001831 pocet dat za sekundu 6459448.0
.00170588493347 poCet dat za sekundu 4802199.0
.181261062622 Zocet dat za sekundu 45188.0

0.00335597991943 pocet dat za sekundu 4882031.0
pocCet dat: 16383 Cas: 0.0050790309906 polet dat za sekundu 3225615.0
pocet dat: 32768 Cas: 0.00672316551208 poclet dat za sekundu 4873894.0
pocCet dat: 32767 Cas: 0.0116589069366 poCet dat za sekundu 2810469.0
pocCet dat: 65536 Cas: 0.0141870975494 polet dat za sekundu 4619408.0
pocCet dat: 65535 Cas: 0.0318441390991 poclet dat za sekundu 2057992.0
pocCet dat: 131072 Cas: 0.0306060314178 pocCet dat za sekundu 4282554.0
pocet dat: 131071 cas: 85.5856809616 pocet dat za sekundu 1531.0

[elelololololole]
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pocCet dat: 262144 cas: 0.0726630687714 pocet dat za sekundu 3607664.0
poCet dat: 262143 Cas: 0.0997841358185 polet dat za sekundu 2627100.0
pocCet dat: 524288 Cas: 0.16436290741 pocet dat za sekundu 3189819.0
pocet dat: 524287 cas: 2965.48577905 pocet dat za sekundu 176.0

poCet dat: 1048576 cas: 0.319963216782 pocCet dat za sekundu 3277176.0
pocCet dat: 1048575 Cas: 0.493661880493 poclet dat za sekundu 2124075.0

Skutecné se potvrdilo, ze ¢isla 8191, 131071 a 524287 jsou mimoradné nevyhodna pro
vypocet fft. Jedna se o Mersennova prvocisla pro n rovno 13, 17 a 19. Propad v rych-
losti vypoctu je velmi dramaticky, naptiklad fada dat o délce 524287 se zpracuje témér
za hodinu, ale pritom sta¢i jednu hodnotu pridat a doba vypoctu se zkrati na zlomek
sekundy.

Pfi redlném méreni pomoci Sumového generatoru na bazi MLS je tedy nejvhodnéjsi
se témto kritickym délkdm zcela vyhnout. Tak vyrazné zpomaleni vypoctu by vedlo

k tomu, ze metoda by byla naprosto nepouzitelna. Zaver je velmi dulezity:

Pozor — nepouzivat fft pro délku dat 8191, 131071 a 524287.
Nepouzivat MLS generator s po¢tem bitd 13, 17 a 19.

4.5.1 Arduino generator MLS s H-mostem

Jednoduchost generovani sekvence MLS pomoci mikrokontroleru a nasledného zesileni sig-
nalu vedla k zaméru vytvorit nizkonakladové, prenosné testovaci zarizeni. V predchozich
kapitolach byly popsany charakteristické vlastnosti MLS, jeji vyhody a zptsob, jakym
je mozné sekvenci maximalni délky generovat. Pro pripomenuti, binarni signal nabyva
pouze dvou napétovych drovni, coz umoznuje sestavit zesilova¢ s minimalnim zkreslenim
jen pomoci dvou aktivnich ¢lenti. Naproti tomu zesilovace obecného signalu jsou mnohem
komplikovanéjsi. Rozdily ve slozitosti obou zesilovacii se jesté vice zvyrazni s rostoucimi
pozadavky na vystupni napéti ¢i vykon. Déle je nutné uvazovat s nelinearnim prubéhem
voltampérové charakteristiky, sitkou prenaseného pasma a tcinnosti. Kvalitni zesilovace
obecného signélu stoji stovky tisic korun, zatimco cena komponentu nize navrzeného ze-

silovace je o dva rady nizsi.

Jednocipovy mikropoditac

Drive popsany kod bindrniho generatoru je nahran do komercné vyrabéného modulu Ar-

duino Nano s mikrokontrolerem ATmega328P. Frekvence ¢ipu je oscildtorem nastavena
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na 16 MHz. Modul obsahuje stabilizator napéti, 14 digitalnich vstupné-vystupnich pint
a 8 analogovych vstupt. Komunikace mezi mikrokontrolerem a stolnim pocitacem je rea-

lizovana USB prevodnikem CH340, ktery je piimo soucasti modulu Arduino nano.

Obr. 4.4: Obé strany obvodu Arduino mano v.8 na bdzi jednocipového mikropocitace Atmel
ATmega328P pracujicim s frekvenci 16 MHz.

Strojovy kod byl upraven tak, aby se vystupni hodnota objevovala na pinech 10 a 11
a jejich inverze na pinech 8 a 9. Signaly jsou zpracovany ridicimi obvody pro MOSFET
tranzistory, které budi plny H-most. Protoze jsou vsechny ¢tyfi piny soucasti stejného
portu, mikrokontroler odesila jejich hodnotu simultanné, a tak zkrati cas, kdy jsou tran-
zistory H-mostu ve zkratu. Délka cyklu se pridanymi instrukcemi prodlouzila na 3 us,

z toho plyne frekvence generovani ptiblizné 333 kHz.

H-most

Silova ¢ast navrzeného generatoru vyuziva tzv. plného H-mostu. Tento systém nalezl uplat-
néni v prumyslu pro fizeni sméru otacek DC motoru. Hlavni vyhodou plného H-mostu
je schopnost otoc¢it polaritu na vystupu. Amplituda vzniklych oscilaci odpovida dvoj-
nasobku napéajectho napéti po odecteni ztrat. Horni strana H-mostu se skldda ze dvou
P-kanalovych tranzistor a spodni ze dvou N-kandlovych tranzistort. Pouzité tranzistory
maji predevsim nizkou vstupni kapacitanci do 1100 pF a rychlé spinaci ¢asy — v souctu
do 100 ns.
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Obr. 4.5: Jak je patrné ze schématu, hlavnimi komponentami H-mostu jsou dvojice mosfet
tranzistori typu P a typu N. Jejich soucinnosti je mozné ménit polaritu vystupu (komutovat).

Vsechny vstupy tranzistord jsou rizeny pomoci obvodiu TC4427, coZ je zobrazeno na schématu 4.6.
Ridici obvody pro MOSFET tranzistory

Silova ¢ast H-mostu se sklada z tranzistort typu MOSFET, které musi byt vhodné ti-
zeny, aby dosahly deklarovanych hodnot. Proto byl pii vybéru budici kladen diraz na
nizké zpozdéni a schopnost dodat kratkodobé vysoké proudy, jejichz nutnost vyplyva z ka-
pacitance tranzistoru. Podle udaji dokazi pouzité integrované obvody TC4427 sepnout

tranzistory o kapacité 1000 pF za méné nez 30 nanosekund.

Vlastnosti generatoru MLS s H-mostem

Generator MLS signalu slozeny z mikrokontroleru, MOSFET fidicich obvodt a plného
H-mostu, jehoz schéma je naznaceno na obrazku 4.5, byl otestovan na odporové zatézi,

pomoci osciloskopu Agilent 54622D se vzorkovaci frekvenci 100 MHz.

Zjisténé ¢asy prechodovych stavii (cca 180 ns) potvrdily schopnost zafizeni pracovat s frek-
vencemi do 1 MHz. Zachvévy signalu u prechodovych jevi jsou velkou mérou zpusobeny
parazitnimi kapacitami a indukénostmi kabelového vedeni. Vhodnym umisténim stabi-

lizacnich kondenzatort, by bylo mozné ¢ast kmiti eliminovat. V pripadé zajmu vyrobit
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Obr. 4.6: Ridici elektrodu (Gate) mosfet tranzistori neni vhodné zapojovat primo k vystupim jed-
nocipového mikropocitace, protoZe jejich omezeny vystupni proud by limitoval rychlost prechodu.
Proto se vyuzivaji budice TC4427, které proudové zesiluji ridici signdl.
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Obr. 4.7: Fotografie kompletniho MLS generdtoru s vijkonovym zesilovacem. Na levé ¢dsti obrdzku
je patrny jednocipovy mikropocitac a cdstecné jsou patrné i budice mosfet tranzistoru. Signdl

z nich pak 7idi H-most (na pravé édsti obrdzku) tvoteny ctyrmi tranzistory.

prenosné kompaktni testovaci zarizeni MLS je navrzeny generator nejpravdépodobnéjsi
cestou.
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Obr. 4.8: Snimek obrazovky osciloskopu pri méreni vzestupné a sestupné hrany na vystupu ze-
silovace dokldda, Ze ustalovaci casy vsech komponent jsou dostatecne krdtké pro predpokladanou
frekvenci 1 MHz.

Zesileny signal byl priveden do ultrazvukového budice, ktery rozkmitaval testovany vzorek.
Vibrace snimal piezoelektricky senzor a jeho signal byl priveden do analogového vstupu
merici karty NI PCI 6251. Po nékolika zkusebnich mérenich se ukazal vazny problém

v synchronizaci generovanych a mérenych dat.

Mikrokontroler i zdznamova karta byly fizeny vlastnimi oscilatory. Navic z teorie MLS
musi byt vzorkovaci frekvence celociselnym nasobkem frekvence generovani. Frekvence
kfemennych krystalti na mikropocitaci a mérici karté neni dostateéné presna. I kdyz jsou
uvedené nedostatky fesitelné, bylo rozhodnuto pokracovat smérem softwarového genera-

toru signalu.

4.6 Generator MLS na bazi mérici karty

Zéznamovou kartu NI PCI 6251 je mozné pouzit nejen pouze pro zaznam, ale téZ pro
generovani signalu. Karta disponuje nékolika analogovymi vstupy (AlI) s nastavitelnym
rozsahem do 10V a vzorkovaci frekvenci do 1,25 MHz a kromé toho jsou k dispozici i
analogové vystupy (AO) a digitdlné vstupné-vystupni porty (DIO). Navic hodinovy cyklus
vsech uvedenych prvku miize byt sdilen, a tak umoznit kompletni synchronizaci genero-
vani a zaznamu signalu. Synchronizace signalu spolu s dokonalou opakovatelnosti méreni

umoznuje provést prumeérovani nékolika po sobé jdoucich méfeni. Vysledkem je redukce



4.6. GENERATOR MLS NA BAZI MERICI KARTY 99

sumu, predevsim kvantizacniho Sumu A /D prevodniku. Vyhodou je i moznost ménit frek-

venci generovani signalu, coz nebylo mozné automatizovat v pripadé Arduino generatoru.

Data, ktera odpovidaji MLS sekvenci, je potieba pfipravit dopfedu. Skript na ge-
nerovani MLS sekvence jsme jiz pouzili diive, pii ovérovani matematickych vlastnosti.
Vygenerovana data se nyni nakopiruji do vyrovnavaci paméti mérici karty a na zakladé
téchto dat bude karta generovat vystup.

Zbyva rozhodnout, ktery ze dvou vystupu karty bude vhodnéjsi — zda analogovy nebo
digitalni.

Analogovy vystup karty umoznuje generovat libovolny signal o rychlosti 2,86 MS/s, coz
je zcela dostatecné pro MLS signdl s frekvenci generovani 1 MHz. Nanestésti, obdélnikovy
signél je nachylny predevsim na ustalovaci ¢as AO (2 us). Hrany generovaného signélu
z analogového vystupu jsou timto extrémné zkresleny. Z pohledu TTL digitalni logiky to
neni problém, pokud je ¢as vzestupu a sestupu mezi logickymi hodnotami stejny. Pro tpl-
nost, napétova troven logické zmény je zavisla na napajecim napéti a teploté. Pri 25°C
a napajecim napéti Voo = 5V se prechod mezi logickymi trovnémi Uy, a Uy pohybuje
v rozmezi 2,2 — 2,6 V. Stfed tohoto rozmezi je vyznacen kurzory na nésledujicich snimcich
z osciloskopu. Ze snimki vyplyva, ze obdélnikovy signal o frekvenci 500 kHz generovany

pomoci analogového vystupu, ma nesymetrickou stiidu v poméru 908:1092 nanosekund.

Agilent Technologies ".f:iii':{"Agilunt Technologies

Obr. 4.9: Analogovy vijstup z karty National Instruments 6251 neni vhodng pro buzeni H-mostu,
protoze vzestupnd a sestupnd hrana vytvdri logické drovné s asymetrickou stridou a pri frekvenci

1 MHz by jiz vznikl zretelné deformovany MLS signdl.

Port digitalnich vystupt zdznamové karty je osmibitovy, to znamend, ze je schopna
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simultanné generovat az 8 signalt s logickou napétovou trovni. Maximéalni frekvence ca-
sovace 10 MHz naznacuje lepsi ustalovaci ¢asy a tudiz vétsi vhodnost pro ucely generovani
bindrniho signalu. Na nasledujicich snimcich z osciloskopu je zaznamenan stejny signal
jako v ptripadé analogového vystupu. Digitalni vystup je zcela vhodny, protoze vzestupna
i sestupna hrana trva do 50ns a ani pocatecni zakmit neptekracuje hodnotu prechodu

mezi logickymi trovnémi.

3% Agilent Technologies

| WY

Configuration set for BMP. Press the Quick Print key to save.

{E}Z:Z{}--Agllent Technologies

AY(]) = -7.97V
X Y Y1 O_Ye (5]
v OZT.WV 20.00V Y1 ve

Obr. 4.10: Digitdlni vystup z karty National Instruments 6251 md vijrazné kratsi ustalovaci dobu

pro vzestupnou i sestupnou hranu ve srovndni s jejim analogovym vistupem.

4.7 Asymetricky binarni zesilovac

Dalsi verze bindrniho zesilovace byla navrzena a sestavena tak, aby pracoval s vyssim
napeétim a dosahlo se tak vyssiho vykonu. Zaroven se predpokladalo jeho uziti k buzeni

piezokeramickych ménici.

Piezokeramické ménice se mohou znicit pri namahani v tahu. Z toho divodu jsou

napriklad vykonové ménice typu Langevin trvale stlaceny sroubem.

Asymetricky binarni zesilova¢ dava na vystupu napéti kladné nebo nulové, ¢emuz
bude odpovidat namahani ménice bud v tlaku anebo zadné. Zesilovac¢ byl sestaven podle
schématu vyznaceném na obr. 4.11. Byl koncipovan jako polomost a obsahuje jiz pouze

jeden par mosfet tranzistori, pricemz oba jsou typu N.

Na rozdil od predchozi verze zesilovace na bazi plného H-mostu tento jiz neni schopen

vystupni signal symetricky komutovat. V kazdém okamziku ma byt otevieny pravé jeden
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z tranzistori. V prechodovych fazich se jeden tranzistor uzavira a druhy otevira. Vstupni
signél se rozdéluje a vede do dvou XOR hradel. Jedno z nich ponechava logickou troven
beze zmény, druhé invertuje. Tim se ziskavaji Tidici signaly pro oba tranzistory, aby byly

vzdy v navzajem opacném stavu.

Vyhodou zapojeni je mimo jiné to, ze velkd kapacita budice se vybije pokazdé, kdy
je na vystupu zesilovace nula. Otevieny tranzistor zpusobi, ze vystup zesilovace je pripojen
na GND a oba vystupy jsou ve zkratu.

Polomostovy zesilova¢ oproti svému predchidci dokaze zesilovat signdl az na 250 V,
predevsim diky vymeéné tranzistort a také jejich ridiciho obvodu, kterym je nyni IR2110.
Viymeénou pouhych ¢tyt komponent je mozné omezeni dale zvysit az na 1,2kV, ale to je pro
ucely této testovaci stanice zbytecné, protoze laboratorni zdroj je schopen dodat napéti
pouze do 120 V.

Vee=20 V Vs=1-250 V
N N

VOUT=8V [ gos s | . 5
+ +

. N I
J_ S | J_ D1: 1N4148 * | 1050 nI=| *os

o1 L c2 s L c4 cr 220 yF
mn;l' T 10uF 10pF T T100nF 22pF 4T T ’I‘zsov

= GND GND
D
= TR1
l RZ10Q1W I K,: N-kanal
R1 VDD @)m‘g;’:{f T
1.2kQ EXCLUSIVE-OR 8 8 D1: 1N4148 R4 S
—{—1 1 3 S > VB
:)i — HIN 1kQ
2 S :
BNC IR2110 R5: 50 Q 4W
4 HO
SIGNALIN C) 5 :)D—§6 LIN s o
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3 —l .
74HC 86 8 Sb > 8 RS Mﬂ W. BNC
— SIGNAL OUT
J_ D1: 1N4148
= GND

Obr. 4.11: Schéma bindrniho zesilovace na zdkladé polomostu. Zapojeni obsahuje dva stejné
tranzistory IRF840, pricemz otevreny je vZdy prdaveé jeden z nich. Viystup zesilovace je asymetricky

— bud kladng nebo nula.

Zesilova¢ byl otestovan osciloskopem za identickych podminek na odpovidajici odporové
zatézi a vysledky méreni jsou na obrazku 4.12. Vzestupna hrana obsahuje neidedlni 29%
prekmit, ten by mohl zptusobovat problémy pri testovani elektronickych komponent na-

chylnych na napétové Spicky, ale v pripadé piezoménicti se nejedna o zavazny problém.
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Navic je mozné, ze pri vyssim zatizeni zesilovace se tento prekmit ztrati aplné. Sestupnd
hrana ma témér idealni pribéh. Prechodové ¢asy kolem 100 ns potvrzuji vhodnost pouziti

pro zvoleny frekvencni rozsah. Na fotografii 4.13 je vidét sestaveny zesilovac.

: - Agilent Technologies Agilent Technologies

= 73.008 1/AX = 13.699MHz AY(]) = 2078V
s Mode |4 Sowce | X Y X1 x2
Normal 1 - ok bns | 1.015us | X1 X2

Obr. 4.12: Vzestupnd a sestupnd hrana po zesileni asymetrickym bindrnim zesilovacem

Obr. 4.13: Na fotografii asymetrického zesilovace je patrnd jeho jednodussi konstrukce ve srovndni

s H-mostem.
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4.8 Budice, detektory a vazebni prvky

Po vyteseni technickych problémi se podarilo realizovat generovani budiciho signalu, jeho
zesileni a nasledné meéreni po prichodu vzorkem. Mérici Tetézec vSak obsahuje fadu dal-
sich ¢asti a bylo nutné otestovat mnoho variant budic¢i, detektorii a také materiali pro

zprostiedkovani vazby pro prenos vibraci.

Tyto tkoly a mnohé dalsi ispésné vytesil doktorand Ladislav Carbol, z jehoz disertac¢ni

prace[20]! 1ze ¢erpat dileZité poznatky, metody méieni a zavery.

4.8.1 Kontaktni reproduktor

Sekvence maximalni délky s pouzitou aparaturou nabizi moznost inspekce chovani vzorku
az do frekvence 0,5 MHz. OvSem informace interpretovatelné z hlediska fyzikalné materi-
alovych vlastnosti jsou obsazeny v zédkladni frekvenci vzorku a nejvyse trech nasledujicich
harmonickych frekvencich. Popsana oblast frekvenci zalezi predevsim na rychlosti siteni ul-
trazvukovych vin a rozmérech vzorku. Inspekéni oblast pro cementovy vzorek o rozmérech
400x100x 100 mm zacind na 800 Hz a kon¢i na 25 kHz. Z toho vyplyva, Ze se pohybujeme
predevsim ve slysitelném pasmu zvuku, pro néjz vlastnosti elektrodynamickych repro-
duktori predci piezobudice. Klasicky membranovy reproduktor kvili vysokému ttlumu
vazbou pres vzduch, nepripadd v ivahu pro testovani stavebnich materidli, ale existuje
i varianta kontaktniho reproduktoru (Tactile transducer). Tento typ reproduktoru neob-
sahuje membranu, ale je ur¢en k montazi na desku, kterou rozkmitava a tim se vytvari

zvuk.

Frekvenc¢ni charakteristika reproduktoru je tzce spjatda s hustotou a tloustkou os-
cilovaného materidlu. Kontaktni reproduktory se pouzivaji v mistech ohrozenych van-
dalizmem, napt. semafory a reklamni vitriny. Pro ucely nedestruktivniho testovani byl
specidlné upraven reproduktor EX60S vyrobce VISATON. Pii zohlednéni ztrat mérici
sestavy je pri napéti 31V schopen dosdhnout maximalniho prikonu 25W. Amplituda
oscilaci, které je reproduktor schopen generovat, jsou dostatecné pro pozorovani neline-
arniho chovani materialu i pfi pouziti vazby pres gel, coz znac¢né urychli pfipravnou fazi

testovani.

Pti méteni na frekvencich, které jsou jiz prilis vysoké pro zminovany kontaktni repro-

LCarbol L., Mé&vend akustickijch vlastnosti stavebnich materidli pomoci pseudondhodné sekvence, 2016,
disertac¢ni préace
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duktor, byl pouzit ultrazvukovy budi¢ s oznacenim CONE. Ten byl vyroben na zakazku

pro méreni metodou nelinearni akustické spektroskopie.

4.8.2 Vazebni prostredky

Ultrazvukové viny se ve vzorku méni, odrazi a interaguji s nehomogenitami. Zachyceny
signal obsahuje informace, které mohou byt interpretovany materidlové jako vady, vlast-
nosti. Podstatou klasického defektoskopického pristupu je pozorovat odrazy vin a meé-
feni ¢asu pruchodu. Nicméné, sofistikovanéjsi metody se zaméruji na informace obsazené
ve frekvencnim spektru, takze je mozné odhadnuti dynamického modulu pruznosti, nebo
posouzeni zavaznosti mikroprasklin. Rozdil v tatlumu ultrazvukovych vin mezi bezkon-
taktni a imerzni vazbou jsou metody nelinearni spektroskopie nebo impact-echo. Bez
ohledu na ultrazvukovou metodu, vlastnosti vazebniho prostiedku jsou vzdy zavaznou
problematikou. Vzhledem k vysokému akustickému nepfizptisobeni mezi vzduchem a pev-
nymi latkami, nejvhodnéjsi vazebni prostredek vzduch casto neprichazi v tivahu. Ponorné
tové nebo hlinéné vyrobky maji totiz vyrazné jiné materialové vlastnosti v mokrém stavu.
Vétsina defektoskopickych metod urcéenych pro stavebnictvi vyuziva gelového vazebniho
prostfedku. Porozita stavebnich materidlu bohuzel zptsobuje postupné vstrebavani gelu
do vzorku az do stavu uplného vymizeni gelové vrstvy, ktera se proto slozité udrzuje
v idedlni tloustce. V pripadé velké vrstvy se gel chova jako samostatny material a dochazi
k odrazu signdlu na hranicich. P¥i malé tloustce zplisobi nedokonaly kontakt delsi cas
prichodu ultrazvukovych vin. Neméné podstatné je i aplikovat konstantni tlak na ménice

béhem méreni.

Odpovédi na tyto problémy skyta pevna vazba, napriklad véelim voskem. Do vzorku
a ze vzorku jsou prendseny vyrazné vyssi energetické hladiny, proto je lepsi SNR, a na-
vic je to zpusob vhodny pro dlouhodobé kontinudlni méreni. Zminéné usporadani vsak
ma i negativa. Vazba je natolik pevna, Ze se z budice, senzoru a vzorku se stane jediné té-
leso vibrujici na novych vlastnich frekvencich. Pridana hmotnost a zvétsend délka povede
ke snizeni vlastni frekvence vzorku. Také je tfeba poznamenat, zZe pevna vazba umoznuje

siteni smykovych vin, které jsou nezadouci ve vétsiné aplikaci.
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4.8.3 Snimace

V kombinaci s kontaktnim reproduktorem, jehoz pouzitelné frekvenéni pasmo spada pie-
devsim do slysitelné oblasti, je vhodné pouzit jako detektor MEMS mikrofon. Mikro-
elektro-mechanické systémy (MEMS) nachazeji uplatnéni v bézné spottebni elektronice.
Velmi rozsitené jsou predevsim pravée MEMS mikrofony, které jsou soucasti témér vsech
mobilnich telefont. Jejich vyhodou jsou miniaturni rozmeéry, dobra citlivost a lepsi odstup

signalu od Sumu ve srovnani s elektretovymi mikrofony.

Pro méreni byl pouzit MEMS mikrofon ADMP401, ktery je dle dokumentace vyrobce
vhodny pro pouziti jak v blizkém, tak vzdaleném pasmu, ma idedlné plochou frekvencni
odezvu od 100 Hz do 15kHz, citlivost —42dBV a SNR 62 dBA.

Pro méteni pti vyssich frekvencich se ukazal jako vhodnéjsi piezoelektricky ultrazvu-
kovy senzor MIDI.



Kapitola 5

Meéreni cementovych vzorku

Na zakladé popsanych principi byla sestavena mérici aparatura, ktera umoznuje zjisto-
vat frekvencni odezvu zkoumanych vzorkl a vyuziva pri tom deterministicky generator

bindrniho bilého Sumu.

Je potieba ovérit, zda tato nevyzkousena metoda vede ke srovnatelnym vysledktim s ji-
nymi akustickymi metodami pouzivanymi v nedestruktivnim testovani. Predevsim je di-
lezité porovnani s metodou impact-echo, protoze pravé s touto metodou existuje znacna

podobnost.

Impact-echo vyuziva uder k vybuzeni kmitt, pricemz uder pripomina J-funkci ¢ili
impuls a mérenou odezvou je tudiz zcela zjevné odezva na impuls. Vzhledem k tomu,
ze impuls je soucasné zvlastni pripad bilého sumu, vedly ivahy k pouziti i jiného bilého
sumu k ziskani stejné informace. Ze vsech bilych Sumt byl vybran binarni bily Sum, ktery

lze nejsnaze generovat.

Namisto uderu kladivka mame Sumovy generator, ktery je vyrazné pohodlnéjsi, mame-
li sestavit automatizované dlouhotrvajici méreni. Tato vyhoda je zcela zjevna, ale ostatni

vlastnosti, predevsim rozliSovaci schopnost, bude teprve potieba ovérit.

106
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5.1 Kontinualni méreni frekvence kmitit schnouciho

maltového vzorku

Jednim z prvnich experimentll po sestaveni aparatury bylo automatizované méreni po-
délnych kmiti, které bylo naprogramovano tak, aby v pravidelnych intervalech spustilo
generator bilého sumu a zjistovalo frekvenci podélnych kmiti.

Testovany maltovy vzorek mél na pocatku méreni vysoky obsah vody a postupné
vysychal v prabéhu nékolika dni. Frekvence kmiti zavisi predevsim na hustoté a modulu

pruznosti v tahu.

Zéasadni vyznam pri méreni modulu pruznosti ma vodni obsah ve vzorku. Divodem,
pro¢ vlhky beton vykazuje vys$si modul pruznosti (cca 10% [43]), muze byt pretvoreni
vlhké matrice, jejiz péry obsahuji nestlacitelnou vodu [44]. P¥i méfeni dynamického mo-
dulu pruznosti se pritomnost vody v kapilarach projevi vyssi rychlosti siteni ultrazvuko-
vych vin. To je pochopitelné, protoze ve vodé se zvuk Siri priblizné ctyrikrat rychleji nez

ve vzduchu.

5.1.1 Experiment a vysledky

Testovan byl jeden maltovy vzorek o rozmérech 40x40x160 mm, pfipraveny z cemen-
tové malty s vodnim soucinitelem w/c=0,46. Smés pro vyrobu malty obsahovala cement
CEM I 42,5R z Ceskomoravského cementu, a.s. v Mokré a zkusebni kiemenny pisek pro
pripravu malt ze spolecnosti Filtracni pisky, s.r.o. v poméru 1:3 a v souladu s normou
CSN 72 1200, byly pouzity t¥i frakce pisku o velikosti zrn 0-1, 1-3, a 3-4 mm, které byly
michany v hmotnostnim poméru 1:1:1. Vyrobené téleso bylo odformovano po 24 hodinach
a zralo pri teploté 22°C a 55% relativni vlhkosti. Ndsledné bylo téleso uloZeno na 27 dni
do vody a pak bylo suseno po 2 dny pti teploté 60 °C. Po vytazeni ze susicky byla zméfena
hmotnost suchého vzorku W), a nasledné byl vzorek ulozen do destilované vody po dobu
20 dnt.

Vzorek plné nasyceny vodou byl umistény na digitalni vahu a na spodni stranu byl vée-
lim voskem pripevnén snima¢ MIDI. Horni strana vzorku byla vyhlazena a budi¢c CONE
zde byl volné polozen, bez vazebniho prostredku. Zatimco vzorek samovolné vysychal, jeho
hmotnost W, byla pravidelné zapisovana a frekvenéni spektrum bylo automaticky méreno
aparaturou s MLS signdlem. Béhem osmidenniho méfeni bylo zaznamenéno celkem 672
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hodnot zakladni frekvence vzorku, viz graf 5.1.
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Obr. 5.1: Na grafu vidime zdvislost frekvence podélnijch kmiti na case spolu s namérenym mmnoz-

stvim vody ve vzorku v prubéhu samovolného vysychdni.

V prvnim dnu probihalo méteni s 10 minutovym intervalem — viz graf 5.2, které se na-
sledné prodlouzilo na pll hodiny. Pro ovéfeni hodnot namérenych MLS signalem bylo
nékolikrat provedeno manudlni méreni metodou impact-echo. Pomér vody ve vzorku byl

spocitan podle vztahu:
W =Wy W,

W, W,

@ -1

7 uvedeného grafu vyplyva, ze k nejvétsimu poklesu frekvence doslo v prvnich 12 ho-
dinéch. Periodické oscilace, které nasledovaly, byly zptisobeny poklesem teploty v noc¢nich
hodinach (teplota: 19,3-26,3 °C, RH: 19,3-31,8%). Vliv teploty na vlastni frekvenci vzorku

byl nasledné sledovan na jiz suchém a stabilizovaném vzorku.

Métici aparatura s MLS signalem umoznila kontinualni sledovani frekvence podélnych
kmitt vzorku, kterd se zménila z 12551,1 Hz (mokry vzorek) na 12097,7 Hz (suchy vzorek).

Vysledky experimentu poukazuji na to, ze je tfeba béhem méreni dbat na dodrzeni
laboratornich podminek. Metoda vyuzivajici MLS signal je natolik citliva, ze spolehlivé
zaznamenala zménu teploty vzduchu o 2,5°C, coz vedlo na zménu frekvence podélného
kmitani o 0,5%.
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Obr. 5.2: Na tomto grafu je vynesena zdkladni frekvence podélného kmitani spolu s teplotou

a relativni vlhkosti v zdvislosti na case.

5.2 Teplotné namahané maltové vzorky 40x40x160 mm

Predchozi experiment se schnoucim maltovym vzorkem potvrdil moznost automatizova-

ného méreni pomoci MLS aparatury.

Dalsi méreni mélo nékolik cilu:

otestovat pouzitelnost metody na malych tramcich 40x40x160 mm

Jak jsme jiz ukazali pti rozboru tlumeni kmit, malé standardni vzorky jsou obtiznéji
meéritelné nez velké. Nizsi hmotnost ma za néasledek vyssi frekvenci kmiténi, z ni vyplyva
i vyssi rychlost pohybu a tim i silnéjsi atlum. Vyssi tlumeni vede na nizsi rozliSovaci

schopnost frekvence.

Prestoze mensi varianta zkusebniho tramecku jiz byla tispésné namérena pii vysychani,
je vhodné experiment zopakovat opét s mensimi tramecky. Podminky méteni tak budou

méné priznivé a snaze odhalime nedostatky metody.

porovnat vysledky méreni s jinymi ultrazvukovymi metodami
Vysledky ziskané pomoci generdtoru bilého Sumu byly porovnany s metodou impact-
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echo. Piezoelektricky snimac¢ MIDI byl u obou metod stejny, a byl pripevnén pomoci
véeliho vosku. Vybuzeni kmiti vsak bylo provedeno dvéma zptusoby — Sumovych genera-

torem 1 uderem kladivka.

Soucasné byl pouzit i komeréné vyrabény ultrazvukovy pristroj PUNDIT plus, ktery
slouzi ke zjisténi doby priichodu akustického signalu. Tento 1idaj lze prepocitat na rychlost

siteni podélné viny a porovnat s ostatnimi metodami.

zjistit, zda dominantni frekvence zavisi na intenzité budiciho signalu
Zajimavou vlastnosti, kterou miizeme automatizované zjistovat, je nelinearni chovani
vzorku. U idedlniho linedrniho vzorku oc¢ekavame, ze napéti je za vSech okolnosti timérné
pouze deformaci. Redlny material vSak mize vykazovat zmény v tomto chovani a s narfis-
tajici deformaci mize byt vazba méknouci anebo tuhnouci. Zvysime-li amplitudu kmit,

dojde k posunu frekvenéniho maxima.

Zavedme parametr «, ktery bude vypovidat o nelinearnich vlastnostech. Vypocteme

jej jako relativni zménu frekvence vici relativni zméné amplitudy:

df
@ _dfda
T A

pricemz zménu frekvence df zjistime z posunu frekvence hlavniho maxima a zménu am-

plitudy dA mizeme nalézt jako hodnotu v amplitudovém spektru pro danou frekvenci.

Dopredu nelze posoudit, zda vzorek bude vykazovat nelinearni vlastnosti a pokud ano,

zda citlivost aparatury a intenzita signalu bude dostate¢nd k jejich méreni.

V teoretickém tvodu jsme pohlizeli na zkoumané vzorky jako na LTI systém, tj. li-
nedrni, casové nepromenny. Nyni hleddme nelinedrni vlastnosti, coz se muze jevit jako
protichtidné. Presto lze ocekavat, ze nelinedrni vlastnosti lze mérit i popsanou aparatu-

rou.

ovérit, zda lze odhalit poskozeni vzorkli namahanych vysokou teplotou
P1i zahtivani betonovych vzorkt dochazi k fadé zmén, které jsou shrnuty v néasledujici

tabulce:
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Teplota (°C) | Zmény v mikrostruktufe betonu

Pomala ztrata kapilarni vody a snizeni soudrznych sil v disledku
expanze vlhkosti

20 — 200 80°C — 150°C dehydratace ettringitu

150°C — 170°C rozklad sadrovee CaSO, - 2H,O

Pocatek dehydratace CSH gelu

Ztrata fyzikalné vazané vody

300 — 400 Praskéni kiemicitého kameniva (350 °C)
Kriticka teplota pro vodu (374 °C) — poté uz neni mozn4 pritomnost
volné vody

400 — 500 Rozklad portlanditu — Ca(OH)y; — CaO + Hy,O

500 — 600 573°C — preména kiemene z faze 5 na «

600 — 800 Druhé faze rozkladu CSH gelt, tvorba 5 — CsS

840°C — rozklad dolomitického vapence

870°C — preména kiemene z faze o na [S—trydimit

800 — 1000
930°C — 960 °C — rozklad kalcitu: CaCO3z — CaO + CO,
Zacatek vzniku keramické vazby, kterda nahrazuje hydraulické vazby
uvolnovanim oxidu uhlic¢itého
Tvorba Wollastonitu 5(CaO - SiOs)
1000 — 1200 PRV
1050 °C — taveni cedice
1300 Celkovy rozklad betonu, taveni nékterych slozek

Ocekava se, ze tyto zmény budou mit za nasledek zménu dynamického modulu pruz-
nosti v tahu a zménu hustoty, coz se projevi na frekvenci zakladniho podélného maédu,

kterou budeme mérit.

Neni vylouceno, ze i parametr a bude zaviset na mire poskozeni vysokou teplotou.

5.2.1 Material a metody

Meéreni bylo provedeno na nékolika vzorcich ze stejného materialu, z nichz kazdy byl
namahén jinou teplotou. Vzorky o rozmérech (40x40x 160 mm) byly pfipravené z cemen-
tové malty s vodnim soucinitelem w/c=0,46. Smés pro vyrobu malty obsahovala cement
CEM 1 42,5R z Ceskomoravského cementu, a.s. v Mokré a zkusebni kiemenny pisek pro
pifpravu malt z Filtra¢nich piskt, s.r.o. v poméru 1:3 a v souladu s normou CSN 72 1200
byly pouzity tri frakce pisku o velikosti zrn 0-1, 1-3, a 3-4 mm, které byly michany
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v hmotnostnim pomeéru 1:1:1. Vyrobené téleso bylo odformovano po 24 hodinach a zralo
pri teploté 22°C a 55% relativni vlhkosti. Nasledné byla télesa uloZena na 27 dni do vody
a pak byla susena po 2 dny prii teploté 60 °C. Vzorky byly individualné zahiivany v peci
na teploty 200 °C, 400°C, 600°C, 800°C, 1000°C a 1200 °C rychlosti 5°C/min, az do do-
sazeni maximalni teploty, na které se vzorek udrzoval 60 minut. Po vypalu byly vzorky

ponechany samovolné vychladnout. Vzorky byly zapiijéceny panem doc. Rovnanikem.

Obr. 5.3: Teplotné namdhané vzorky vyrobené z cementové malty.

Frekvencni oblast, ve které se provadi analyza pro vzorky o délce mérici zakladny
160 mm, se pohybuje na horni hranici slysitelného pasma a pokracuje do cca 30kHz.
Pro tento rozsah byl pouzit budi¢c CONE a snima¢ MIDI. Vazebnim prostiedkem obou
piezoménicti byl vceli vosk. Testovacim signdlem byla sekvence maximalni délky, 17 bit1,
s frekvenci generovani 100 kHz. Méfeni na kazdém vzorku bylo provedeno signalem o amp-
litude 10 az 90V, 25krat opakovano a zpramérovano. Signal byl digitalizovan s frekvenci
vzorkovani 1 MHz. Vysledky naméfené navrzenou aparaturou byly srovnédny s metodou
impact-echo (pouzity snima¢ MIDI) a s ultrazvukovou impulzni metodou (54 kHz nosny

signal).
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5.2.2 Vysledky

Interpretace vysledki frekvenéni analyzy ziskané budicem CONE mitze byt problema-
tickd. Jak vyplyva z pfenosové charakteristiky, intenzita generovaného signalu nariista
s frekvenci, proto se pik s vyssi frekvenci miize jevit jako zakladni frekvence vzorku,
zatimco se jednd pouze o vyssi harmonickou frekvenci budice. S nejvétsi pravdépodob-
nosti (potvrzeno mérenim Impact-echo) je to pripad vzorku namahaného 1200°C. Ur-
¢eni spravné frekvence je v tomto pripadé obzvlasté narocné, protoze vzorky se zadvaznym
vnitinim poskozenim mohou mit nedominantni frekvenci snadno zaménitelnou s frekvenci
podélného kmitani. Z pribéhu zmény rychlosti siteni v zavislosti na teploté namahani vy-

plyva, ze spravnou dominantni frekvenci pro 1200 °C je 5,94 kHz.

Vzorek namahany teplotou 400 °C ma dvojity frekvencni pik, ktery je nasledkem pevné
vazby budice a snimace, protoze kontrolnim mérenim metodou impact-echo se v této ob-
lasti vyskytovalo pouze jedno frekvencni maximum. Dale je zde vidét témeér identicky
prubéh srovnavacitho méreni ultrazvukovou pulzni metodou a rychlostmi ziskanymi na-
vrzenou méfici aparaturou. Pro ujasnéni kiivka nazvand pulz (modrd), neni vysledkem
korelace MLS signalu, jedna se o doplnujici méteni jedinym neopakovanym pulzem. Frek-
vence podélného kmitani ziskand mérici aparaturou s MLS signalem byla potvrzena me-
todou impact-echo. Pro teploty 400°C a 1200°C jsou vyznaceny i alternativni hodnoty

frekvencnich pikt.

Dalsim parametrem, ktery je mozno meérici sestavou zjistit, je parametr «, ktery slouzi
pro klasifikaci nelinearit vzorku. K tomuto experimentu je nutné méreni opakovat s narts-
tajici intenzitou signalu, pricemz vysledkem je linearni zavislost frekvence na amplitude
FFT. Primka prolozena vSemi maximy ve spektru slouzi k presnému urceni nelinearniho
koeficientu . Tvar lokdlnich, frekvenénich maxim a posun frekvenci je vidét na grafech 5.5
az 5.11. Rozsah vynesenych frekvenci u téchto grafi je pro lepsi srovnani stejny (200 Hz),

vyjma vzorku 400 °C.

5.2.3 Zavér

Navrzenou testovaci aparaturou s budicim MLS signdlem byly charakterizovany vzorky
namahané rizné vysokou teplotou. Z grafu rychlosti siteni ultrazvukovych vin ziskanych
navrzenou aparaturou impulznim pristrojem PUNDIT miizeme vidét klesajici tendence
s rostouci teplotou naméhani vzorku. Zcela identicky trend je pozorovatelny i v pripadé
poklesu frekvence podélného kmitani, coz je ocekavatelné, protoze oba parametry je mozné
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Obr. 5.4: Frekvencni analyza vzorkid namdhangch riznou teplotou.

Lokalni Max
10V_ 8-refC
20V 8-refC
30V_ 8-refC
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Obr. 5.5: Referencni vzorek — posun f; se zvysujici se amplitudou budiciho signdlu
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Obr. 5.6: Vzorek namdhany teplotou 200°C a posun jeho rezonancni frekvence v zdvislosti

na amplitudé budicitho signdlu.
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Obr. 5.7: Vzorek namdhany teplotou 400°C a posun rezonancni frekvence dvou hlavnich mazim

v zavislosti na amplitudé budicitho signdlu.
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FFT amplituda

Lokalni Max
10V_8-600C
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Obr. 5.8: Vzorek namdhanyg teplotou 600°C a posun jeho rezonancni frekvence v zdvislosti

na amplitudé budicitho signdlu.
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Obr. 5.9: Vzorek namdhany teplotou 800°C a posun jeho rezonancni frekvence v zdvislosti

na amplitudé budicitho signdlu.
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Obr. 5.10: Vzorek namdhany teplotou 1000°C a posun jeho rezonancni frekvence v zdvislosti

na amplitudé budicitho signdlu.

prepoditat na dynamicky modul pruznosti v tahu/tlaku. Z vysledku je zfejmé, Ze s narts-
tajici teplotou se zhorsuji akustické a potazmo i mechanické vlastnosti maltovych vzork.
K vyznamnému propadu dochazi pri teploté 1000°C a predevsim 1200°C. I z pribéhu pa-
rametru charakterizujiciho nelinearity vzorku « je patrna podobna tendence s vyjimkou
teploty 1000°C. Pro tuto teplotu se nabizeji dvé vysvétleni. Miize se jednat o statistickou
anomalii, byl testovan pouze jeden vzorek s teplotnim namahanim 1000°C, nebo doslo

ke zméné struktury, ktera vedla ke snizeni mnozstvi mikrotrhlin.

Vyrazny pokles vSech méfenych ukazatell pro vzorek namahany 1200 °C je zcela neo-
cekavanym jevem. Zde ponékud predbihdme, ale vzorky s recepturou A a B popsané v na-
sledujici kapitole, se od téchto maltovych lisily pouze v kamenivu a vykazovaly naopak
zlepseni vlastnosti. Alternativni piky frekvence podélného kmitani obou metod umoznuji

i takovou interpretaci, ale to bylo vyvraceno mérenim rychlosti ultrazvukovych vin.
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Obr. 5.11: Vzorek namdhany teplotou 1200° C a posun rezonancni frekvence prvnich dvou domi-

nantnich maxim v zdvislosti na amplitudé budiciho signdlu.
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Obr. 5.12: Rychlost sirent podélngch vln nameérend tremi ruznygmi metodami u vzorku, ktery byl
namdahany postupné se zvysujici teplotou. Krivka oznacend PULZ odpovidd mérent, kdy se na-

misto MLS sekvence vyslal pouze jeding pulz.

Frekvence podélnych vin (kHz)

i
0 200 400 600 800 1000 1200
Teplota naméhani (°C)

Obr. 5.13: Frekvence podélngjch kmitid namérend metodou impact-echo a pomoci MLS aparatury

u teplotné namdhaného vzorku.
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Obr. 5.14: Na grafu je vynesen parametr «, ktery vystihuje nelinedrni odezvu vzorku a ze zdvis-

losti na teploté namdhdni je patrnd jeho naristajici tendence.
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5.3 Meéreni teplotné namahanych betonovych vzorki

Za ucelem srovnani vysledka mérici aparatury s klasickymi metodami a pro ovéreni po-
uzitelnosti na velkych standardnich tramcich (100x100x400 mm) bylo provedeno méfeni
na identickych vzorcich naméhanych riznou teplotou. Oproti predeslému experimentu
byl pouzity kontaktni reproduktor jako budi¢ a MEMS mikrofon, protoze tato kombi-
nace je vhodnéjsi pro nizsi frekvence, které se u vétsich vzorkt ocekavaji. Mikrofon nebyl

upevnovan ke vzorku, takze priprava méreni trvala jen zlomek casu.

Pro srovnani byly pouzity dvé receptury pro vyrobu betonu, které budeme oznacovat
A a B, a které byly navrzeny a vyrobeny panem prof. Helou. V pfepo¢tu na 1m? byly

vzorky pripraveny v nasledujicich pomérech jednotlivych slozek:
receptura A

345 kg Portlandského cementu CEM 1 42,5 R — Mokra
848 kg kiemenného pisku s frakei 0/4 mm — Zabdice
980 kg kameniva 8/16 — Olbramovice

2,8 kg superplastifikatoru Sika ViscoCrete 2030

160 kg vody (w = 0,46)

vysledna konzistence: 550 mm sednuti kuzele.

receptura B

345 kg Portlandského cementu CEM 1 42,5 R — Mokra
896 kg kiemenného pisku s frakei 0/4 mm — Zabéice
521 kg kameniva 8/16 — Olbramovice

391 kg kameniva 11/22 — Olbramovice

2,5 kg superplastifikatoru Sika ViscoCrete 2030

153 kg vody (w = 0,44)

vysledna konzistence: 150 mm sednuti kuzele.
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Obé smési byly vlozeny do forem o rozmérech 100x100x400 mm a zavibrovany. N&-
sledné byly betonové vzorky ulozeny na 28 dni do vody. Po vytazeni byly vysuseny v hor-
kém vzduchu v susicce pri teploté 110°C po dobu dvou dnii. Poté se vzorky individu-
alné zahtivaly v peci Rhode KE 130B na teploty 200°C, 400°C, 600 °C, 800 °C, 1000°C
a 1200°C rychlosti 5°C/min, az do dosazeni maximaélni teploty, na které se vzorek udr-

zoval 60 minut. Po vypalu jsme vzorky nechali samovolné vychladnout.

Frekvencni oblast, ve které se provadi analyza pro vzorky o délce mérici zakladny
400 mm, se pohybuje do cca 15kHz. Pro tento rozsah byl pouzit kontaktni reproduktor
jako budi¢ EX60S a bezkontaktni mikrofonni snima¢ MEMS. Vazebnim prostredkem re-
produktoru byl Sono gel. Testovacim signalem byla sekvence maximalni délky 17 bitt
a kazd4 sekvence se proto opakovala kazdych 2'7 — 1 = 131071 bitt. Jak jiz bylo uvedeno
diive, tato délka signalu predstavuje Mersennovo prvocislo a je tudiz ponékud nevhodn4,
protoze vypocet diskrétni Fourierovy transformace trva vyrazné déle, nez pro jiné délky.
V nasem pripadé to vsak nepredstavovalo velky problém, protoze vypocet neprobihal

v realném case.

Frekvence generovani byla nastavena na 100kHz, a tak se signal opakoval priblizné
kazdych 1,3 sekund. Métfeni na kazdém vzorku bylo provedeno signdlem o amplitude
1 az 31 V. Signdl byl digitalizovan s frekvenci vzorkovani 1 MHz. Vysledky namérené
navrzenou aparaturou byly srovnany s metodou impact-echo (pouzity snima¢ MIDI) a ul-

trazvukovou impulzni metodou (54 kHz nosny signal).

5.3.1 Namérené vlastnosti vzorku

Vyhodnoceni nalezenych parametri rozdélme do dvou skupin, z nichz prvni bude souvi-
set nejen se zkoumanym materidlem, ale také s tvarem vzorku. Patii mezi né hmotnost,
rezonancni frekvence a Cas pruchodu ultrazvukového signalu. Z téchto parametru nelze
pro testovany material nic vyvozovat, ale presto mohou poslouzit pro vzajemné porov-
nani pouzitych metod. Metoda impact-echo a metoda na bazi MLS signalu umoznuji
nalézt rezonancni frekvenci, zatimco ultrazvukovy pristroj PUNDIT méri dobu prichodu

signalu mezi budi¢em a senzorem. Cas priichodu 7 byl pfepoéten na frekvenci vztahem
f=1/2r).

Zavislost vSech tii frekvenci na teploté, jiz byl vystaven testovaci vzorek, vidime na gra-
fech 5.15.

Zavislosti ziskané metodou impact-echo a mérenim pomoci bilého Sumu si velmi dobre
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Obr. 5.15: Frekvence podélnych kmiti mérend metodou impact-echo, pomoci MLS a pristrojem

PUNDIT na vzorcich receptury A (vlevo) a B (vpravo) namdhanijch naristajici teplotou.

odpovidaji, zatimco udaje z ptistroje PUNDIT se ponékud odchyluji od obou zbyvajicich
metod. Predevsim u vzorku s recepturou A vychazi frekvence pristrojem PUNDIT syste-
maticky vyssi, ale pfitom budi¢ i senzor tvorily vétsi pridanou hmotnost, ktera by méla
frekvenci snizovat. Pristroj mozna provadi korekce, které nejsou na prvni pohled zcela
ziejmé. Mimo to pouziva ultrazvukovy signal o frekvenci 54 kHz, coz je o tad vyssi, nez

obé zbyvajici metody.

Tyto nesrovnalosti vedly k tomu, Ze pro dalsi vypocty jiz nebudeme tdaj z pristroje
PUNDIT vyuzivat a v nasledujicich dvou tabulkach jsou uvedeny frekvence z obou zby-

vajicich metod.

Tabulky odpovidaji vzorkam receptury A a receptury B a kromé hmotnosti a frekvenci
obsahuji téz parametr «, kterému se budeme vénovat pozdéji.
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’ vzorek ‘ m (kg) ‘ fie (Hz) ‘ fie (Hz) ‘ fus (Hz) ‘ fus (Hz) ‘ a-10° err.
A02-20 | 9,414 5316 5230 3
A03-20 | 9,37 5328 5324 + 3 5252 5247 + 6 8 5+3
A04-20 | 9,43 5328 5258 9
A08200 | 9,206 4959 4982 27
A09-200 | 9,393 5042 | 4960 =+ 30 5082 4990 + 30 5 2949
A10-200 | 9,296 4869 4908 54
A14-400 | 9,302 3260 3349 91
A15-400 | 9,2095 | 3111 | 3270 +60 3241 3380 =+ 60 57 737
A17-400 | 9,124 3433 3536 72
A20-600 | 9,139 1645 1932 473
A21-600 | 9,209 2253 | 2000 =+ 100 2447 | 22004100 | 336 | 400+ 30
A22-600 8,742 2217 2321 383
A27-800 | 8,838 912 1035 2120
A28-800 | 8,9795 | 1072 | 1000 + 30 1285 1180 £ 50 | 1086 | 1400 = 200
A30-800 | 8,7585 | 1025 1228 1102
A34-1000 | 9,3065 | 750 860 845
A46-1000 | 8,775 778 760 4 6 852 846 + 7 852 870 4 10
A47-1000 | 8,9716 | 752 826 910
A38-1200 | 8,798 1561 1608 255
A39-1200 | 8,894 1222 | 1470 + 80 1280 1530 £ 80 | 478 330 4 50
A40-1200 | 8,6195 | 1622 1689 243
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vzorek ‘ m (kg) ‘ fie (Hz) ‘ fie (Hz) ‘ fus (Hz) ‘ fuLs (Hz) ‘ a-10° err.
B01-20 9,542 5382 5257 8
B02-20 | 9,628 5406 5305 2
B04-20 9,491 5388 5272 7
B05-20 | 9,415 5334 53649 5173 P20£20 | 49 10£5
B06-20 9,523 5340 5184 0
B07-20 9,444 5334 5188 -5
B10-200 | 9,166 4977 5039 17
B11-200 9,245 5018 5091 25
B12-200 | 9,127 5006 5059 13
B13-200 9,036 4911 4950 420 4935 4990 =+ 20 8 T+4
B14-200 9,163 4917 4946 7
B15-200 8,971 4875 4870 4
B19-400 9,073 4726 4739 4
B20-400 9,082 4923 4926 16
B21-400 9,153 4673 4672 4
B22-400 8,997 4458 4580 +£70 4485 4610 £ 70 7 8+1
B23-400 | 9,056 4577 4634 5
B26-400 8,858 4130 4209 9
B28-600 8,908 2038 2209 342
B29-600 | 8,866 2360 2464 307
B33-600 8,914 2968 3087 157
B34-600 8,784 3445 3000 + 200 35192 3100 + 200 62 160 £ 40
B35-600 8,868 3415 3486 48
B36-600 | 8,925 3773 3830 18
B40-800 | 8,917 1508 1662 719
B41-800 8,84 1406 1469 846
B42-800 | 8,737 1329 1335 528
B43-800 8,87 1198 1300 £ 40 1270 1360 £ 50 1941 1000 £ 100
B44-800 | 8,783 1217 1199 1067
B45-800 8,76 1162 1251 1619
B46-1000 | 8,676 703 829 987
B47-1000 | 8,936 804 982 1031
B48-1000 | 8,933 810 835 824
B49-1000 | 8,731 816 790 £20 968 890 & 20 pog | P00£80
B50-1000 | 8,616 865 878 1003
B53-1000 | 8,859 745 820 1365
B55-1200 | 8,614 1371 1540 435
B56-1200 | 8,599 906 1021 1149
B57-1200 | 8,56 1353 1484 660
B58.1200 | 8705 L5 | 1490100 1899 1700 £100 | /- | 510+90
B61-1200 | 8,748 1853 2012 290
B63-1200 | 8,687 1865 2053 225




5.3. MERENI TEPLOTNE NAMAHANYCH BETONOVYCH VZORKU 125

5.3.2 Vypocitané vlastnosti materialu

Nyni se budeme vénovat vlastnostem, které souviseji se zkoumanym materialem, pricemz
na tvaru vzorku nezaviseji. Provedeme tedy prepocet z hmotnosti a frekvence na hustotu,
rychlost siteni podélnych vin a Youngtv modul pruznosti v tahu. Hustotu zjistime snadno
jako podil hmotnosti a objemu. Rychlost vInéni vypocitame za predpokladu, ze v zaklad-
nim modu je délka vzorku rovna poloviné vinové délky a tudiz plati jednoduchy vztah
v=2f.

Youngiv modul pruznosti v tahu byl vypoc¢ten pomoci modalni analyzy. Do modelu,
jehoz rozmeéry odpovidaly skuteé¢nym vzorkim, bylo nutno dodat hustotu materialu, mo-

dul pruznosti v tahu a Poissontv pomér. Sledovanym vysledkem modelovani byla frek-

vence zakladniho podélného médu kmitani, pticemz vlastni tvar pii tomto moédu vidime
na obrazku 5.16.

Obr. 5.16: Na této ilustraci je vypocteny vlastni tvar vzorku kmitajictho v zdkladnim podélném
modu. Obrazky odpovidaji dvema meznim tvardm pri nataZeni a smrsteni. Vychylka elementi

je zameérné zvyraznéna, aby byly efekty pri deformacich lépe patrné.

Vzhledem k tomu, ze Poissontiv pomér nezname, byl vypocet proveden pro jeho mezni
hodnoty, které mizeme odhadnout. Ukazalo se, ze v intervalu v = 0,15 az v = 0,25 ma
Poissontiv pomér jen maly vliv na vysledek a v nejhorsim pripadé se dopustime chyby asi

osm promile. Pfi modelovani byla pouzita hodnota v = 0,2.

Ve zcela obecném pripadé by bylo nutno pro kazdou namérenou hustotu zkouset rtizné
hodnoty modulu pruznosti, dokud vypoctena frekvence nebude odpovidat namérené.
Vzorkl je nékolik desitek a frekvence jsou naméreny dvéma metodami. Kazdé modelo-

vani by si vyzadalo nékolik iteraci, coz by ve vysledku vedlo na velmi zdlouhavy proces.

Pomoci nékolika modeltt byl prokazan zjevny predpoklad, Ze frekvence je imérna

 E/o a postaci pouze nalézt konstantu imeérnosti a model bude prenositelny na vsechny
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vzorky.

V nasledujicich dvou tabulkidch najdeme kromé hustoty téz rychlosti podélnych vin
zjisténé dvéma metodami — pomoci impact-echo a vyuzitim MLS signalu. Udaje z obou

metod jsou téz prepocteny na Youngtiv modul pruznosti v tahu.

vzorek 0 VIE | UMLS Eg Emg Envs Enws
kgm™3 | (m/s) | (m/s) | (GPa) (GPa) (GPa) (GPa)

A02-20 2353 4252 4184 42,57 41,20

A03-20 2342 4262 4201 42,56 | 42,65 4 0,06 41,35 | 41,44+0,1
A04-20 2357 4262 4206 42,83 41,71

A08-200 2301 3967 3985 36,22 36,56

A09-200 2348 4033 4065 38,21 36,6 £0,6 38,81 | 37,1+0,6
A10-200 2323 3895 3926 35,26 35,83

A14-400 2325 2608 2679 15,82 16,69

A15-400 2302 2488 2592 14,26 15,8+ 0,6 15,48 | 16,8 £0,5
A17-400 2280 2746 2828 17,20 18,25

A20-600 2284 1316 1545 3,96 5,46

A21-600 2302 1802 1957 7,48 6,1 £0,7 8,82 7,3+0,7
A22-600 2185 1773 1856 6,87 7,53

A27-800 2209 729 828 1,18 1,51

A28-800 2244 857 1028 1,65 1,43 + 0,09 2,37 2,0+£0,2
A30-800 2189 820 982 1,47 2,11

A34-1000 2326 600 688 0,84 1,10

A46-1000 2193 622 681 0,85 | 0,833 4+ 0,007 1,02 | 1,03 £ 0,02
A47-1000 2242 601 660 0,81 0,98

A38-1200 | 2199 | 1248 | 1286 | 3,43 3.64

A39-1200 2223 977 1024 2,13 3,1£0,3 2,33 3,3+0,3
A40-1200 2154 1297 1351 3,63 3,93
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vzorek 0 vig | vmLs | EIe Eg EnLs EnLs
kgm=3 | (m/s) | (m/s) | (GPa) (GPa) (GPa) (GPa)
B01-20 2385 4305 4205 44,22 42,19
B02-20 2406 4324 4244 45,02 43,35
B04-20 2372 4310 4217 | 44,08 4221
B05-20 2353 4267 4138 42,86 43,8+0,2 40,31 41,6+0.3
B06-20 2380 4272 4147 | 43,45 40,95
B07-20 2360 4267 4150 42,99 40,67
B10-200 2291 3981 4031 36,33 37,24
B11-200 2311 4014 4072 37,25 38,34
B12-200 2281 4004 4047 | 36,60 37,37
B13-200 2258 3928 3948 34,87 35,8403 35,21 36,3+ 0.4
B14-200 2290 3933 3956 35,45 39,86
B15-200 2242 3900 3896 34,11 34,04
B19-400 2268 3780 3791 32,42 32,60
B20-400 2270 3938 3940 35,22 35,26
B21-400 2288 3738 3737 | 31,98 31,97
B22-400 2249 3566 3588 | 28,61 30+1 28,96 30,8 +0,9
B23-400 2263 3661 3707 | 30,35 31,11
B26-400 2214 3304 3367 24,17 25,11
B28-600 2226 1630 1767 5,92 6,95
B29-600 2216 1888 1971 7,90 8,61
B33-600 2228 2374 2469 12,56 13,59
B34-600 2195 2756 2809 16,68 132 17,33 1441
B35-600 2216 2732 2788 16,55 17,24
B36-600 2231 3018 3064 20,33 20,95
B40-800 | 2220 | 1206 | 1329 | 324 3.94
B41-800 2209 1124 1175 2,80 3,05
B42-800 | 2184 | 1063 | 1068 | 247 2,49
B43-800 2217 958 1016 2,04 2,4+0,1 2,29 2,7+0.2
B44-800 2195 973 959 2,08 2,02
B45-800 2189 929 1000 1,89 2,19
B46-1000 2168 562 663 0,69 0,95
B47-1000 2233 643 785 0,92 1,38
B48-1000 2233 648 668 0,94 1,00
B49-1000 2182 652 774 0,93 0,88 +0,03 1,31 1,11 40,05
B50-1000 2153 692 702 1,03 1,06
B53-1000 2214 596 656 0,79 0,95
B55-1200 2153 1096 1232 2,59 3,27
B56-1200 2149 724 816 1,13 1,43
B57-1200 2139 1082 1187 2,51 3,02
B58-1200 2176 1258 1457 3,45 3,2+404 4,62 4,0+05
B61-1200 2186 1482 1609 4,81 5,67
B63-1200 2171 1492 1642 4,83 9,86
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5.3.3 Nelinearni odezva

Nelinearni chovani vzorki bylo zjistovano na zakladé vyhodnoceni parametru «, ktery
je podilem relativni zmény frekvence zdkladniho médu vici relativni zméné jeho am-
plitudy. Po drobnych tupravach této definice bychom mohli nalézt parametr a tak, aby
byl materidlovou vlastnosti, ale bylo by nutné dalsi ovéreni. Proto radéji povazujme nase

vysledky za neprenositelné.

Meéreni bylo provedeno tak, ze postupné nartstala troven budiciho signalu v rozsahu
laz 31V a pri kazdém zvyseni se vypocitala zakladni frekvence a soucasné se zaznamenala
uroven amplitudy. Z téchto idaji se vypocital parametr «, jehoz zavislost na tepelném
poskozeni vzorki je vynesena na grafech 5.17 a ¢iselné hodnoty jsou uvedeny v ptredeslych
tabulkach.

2000F T T T ; r : 2000F T T T T : —
T Nelinearita a T Nelinearita a

1500 1500}

1000 1000}

Nelinearni parametr a
Nelinearni parametr a

o
=3
=3

L L 1 L I 1 L i
0 200 400 600 800 1000 1200 [ 200 400 600 800 1000 1200
Teplota naméahani (°C) Teplota naméahani (°C)

Obr. 5.17: Pomoci MLS byla zjistovina nelinedrni odezva na naristajici intenzitu budicitho sig-
ndlu. Na grafu je vynesen parametr « pro teplotné namdhané vzorky receptury A (vlevo) a re-

ceptury B (vpravo).

Parametr o by byl nulovy pro takovy materidl, ktery vykazuje zcela linedrni odezvu

a frekvence jeho vibraci nezaviseji na amplitudé.

To se vsak nestalo a vysledky uvedené na grafech poukazuji na to, ze nelinearni odezva
nejenze je aparaturou velmi dobre méritelna, ale také dobfe vystihuje miru poskozeni
vzorkl. Porovnani s metodou impact-echo zde nepripada v iivahu, protoze ta neumoznuje
nelinearni odezvu zjistit. Vyuziti bilého sumu pro budici signal zde predstavuje velkou

vyhodu.
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5.3.4 Destruktivni testy

U nékterych vzorka byly provedeny téz destruktivni testy, jejichz cilem bylo namérit
skuteénou hodnotu pevnosti betonu tlaku a pevnosti v tahu za ohybu v zavislosti na

teploté, které byl dany vzorek vystaven. Vysledky méreni jsou uvedeny na grafech 5.18.
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Obr. 5.18: Vysledky destruktivniho zkouSeni riznijch vzorkd vyrobengch recepturou A (vlevo)

a recepturou B (vpravo), pricemz kazdy z nich byl namdhdn riznou teplotou.

Hlavni smysl nedestruktivniho testovani je predpovédét vysledek testti destruktivnich,
které by pak nebylo nutno provadét. Pro stanoveni kvantitativni korelace mezi pevnosti
betonu a namérenymi akustickymi vlastnostmi nemame dostatek dat. Avsak zbézny po-

hled na grafy 5.18 a predeslé vypocty vede k presvédceni, ze souvislost zde existuje.

Predevsim bylo cilem ukézat, ze nova metoda zalozena na vyuziti deterministického

bilého Sumu si zasluhuje dalsi pozornost.
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V této habilitacni praci s nazvem Vyuziti modelovdni a bilého sumu ve stavebni akustické
defektoskopii byly rozebrany ruzné pristupy k porozumeéni jevi spojenych s akustickymi
nedestruktivnimi metodami, a také byla popsana métici metoda, ktera v nékterych aspek-

tech prekonava tradi¢ni metodu impact-echo.

Priblizné polovina prace se vénuje teorii a modelovani elastickych vin v materidlu,
a to predevsim s ohledem na standardni betonové vzorky. Ukazuje se, Ze prestoze je tvar
vzorkll na prvni pohled obyc¢ejny kvadr, z hlediska kmitani a vinéni lze vypocitat a vypo-
zorovat fadu komplikovanych jevi. Tuto prvni ¢ast prace nelze povazovat za ryze teore-
tickou, protoze mnohé odvozené zavéry byly zaroven ovéreny experimentem, byt jednodu-
chym. Vypocetni postupy a modely tak nezlistavaly pouhym matematickym odvozenim,
ale vedly naptiklad k méreni podélnych kmitti, pricnych kmith, torznich kmitt, ale také

ke zjistovani teplotni zavislosti frekvence pii zahtivani.

Ukazalo se, ze u tenké kmitajici tyce lze frekvenci vSech druhtt kmit tspésné ma-
tematicky predpovédét, byt za cenu vyreseni netrividlnich diferencialnich rovnic. Nebylo
vsak jisté, do jaké miry lze poznatky aplikovat na standardni betonové tramce. Velkym
meznikem bylo porizeni hlinikovych blokli o stejnych rozmérech, jaké tyto tramce maji.
P1i stejné geometrii, ale vyrazné nizsim utlumu kmiti se experimentalné ovérilo, ze pouze
torzni kmity lze vyjadrit analyticky, pricemz reseni vede na nekonec¢nou radu. Vypocetni
postupy pro podélné a pricné kmity nedavaly uspokojivé vysledky, az teprve pouzitim

Vv,

predpovédét spravné frekvence soucasné pro vSechny mody.

Tvorba modelt pokracovala déle s cilem vytvorit casovou simulaci vlnéni v rtizné pos-
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kozeném nehomogennim vzorku. Vznikl tak simulac¢ni software, jehoz princip byl zalozen
na trojrozmérné soustavé vazanych tlumenych oscilator, a ktery daval vysledky alespon

v prvnim priblizeni kvalitativné srovnatelné s o¢ekavanim.

Dalsi zaméreni prace smérovalo k nahrazeni tradiéni a odzkousené metody impact-
echo novym pristupem, ktery byl odvozen z matematického rozboru metody impact-echo.
Myslenka vedla k navrhu a vyrobé generatoru deterministického bilého sumu, ktery byl
sice jiz popsan v Sedesatych letech minulého stoleti, ale jehoz vyuziti ve stavebnictvi byva
spise ojedinélé. Vyvoj celé nové mérici aparatury probihal v tizké spolupraci s doktorandem
Ladislavem Carbolem, v jehoz zavéreéné praci jsou mnohé detaily popsany.

Vlastnosti zminované metody byly ovéreny na cementovych vzorcich a hlavnim zavé-
rem melo byt, zda obstoji pTi srovnani jinymi akustickymi metodami. Hned prvni experi-
ment s kontinudlnim meérenim rezonancni frekvence schnoucich maltovych vzorkt ukazal
velkou citlivost nové aparatury a soucasné moznost automatizace, ¢imz napriklad metodu

impact-echo prekonava.

Nésledné byla zkouména série maltovych zkusebnich tramecki 160x40x40 mm, pfi-
¢emz kazdy z nich byl pred méfenim vystaven rtzné vysoké teploté az do 1200°C. Vysledky
meéreni souhlasily s metodou impact-echo i s ultrazvukovym pristrojem PUNDIT. Sou-
casné se vSsak pomoci nové aparatury podarilo naméfit i nelinearni odezvu vzorki, ktera
velmi dobte korespondovala s jejich poskozenim. Metoda impact-echo toto méfeni ani

neumoznuje.

Dalsi méteni opét vyuzivalo teplotni namahani. Neékolik desitek betonovych vzorkt
dvou vyrobnich receptur a riznou mirou poskozeni bylo zkouméno metodou impact-echo,
ultrazvukovym pristrojem PUNDIT a také pomoci nové aparatury. Na zavér byla u né-
kterych vzorkt destruktivné zjisténa pevnost v tlaku a pevnost v tahu za ohybu. Opét
se ukézalo, ze metoda na bazi deterministického bilého sumu dava srovnatelné vysledky
s metodou impact-echo, ale predevsim ji prekonava ve své reprodukovatelnosti, moznosti

automatizace, zjisténi nelinearni odezvy a mnoha dalsich vlastnostech.

V ramci této habilitac¢ni prace vznikly desitky pocitacovych programi pro nejriznéjsi
ucely a jejichz popisu se zde ani nelze vénovat. Drobné skripty usnadnovaly zpracovani
dat ¢i feseni transcendentnich rovnic, mérici software v realném case nahraval zvuk, zob-
razoval jeho spektrum a vyhleddval maxima, jiny zase generoval bily Sum a zpracovaval
jeho akustickou odezvu a dalsi provadél modélni analyzu metodou koneénych prvka. Neé-
kolik programi bylo napsano pro tcely modelovani, napriklad feseni soustavy sprazenych

oscilatorii. Samostatnou kapitolou by bylo i programovani jednoc¢ipovych mikropocitaci
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ve strojovém kodu, coz vedlo na prototyp generatoru deterministického Sumu.

Soucasné vznikla i fada elektronickych feseni a casto je s podivem, jak nizkou cenu
mohou mit znacné pokrocilé elektronické technologie. Zcela nulové naklady na software
spolu se snadnou dostupnosti elektroniky vedou k myslence, ze fada postupt se muze

uplatnit i pri vyuce studentl® na Stavebni fakulte.

Lze jen doufat, ze tato prace i jeji vedlejsi vysledky budou uzitecné pro dalsi rozvoj

v oblasti akustické defektoskopie.
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